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摘  要：本文主要论述了分块矩阵在《高等代数》中的应用，包括用分块矩阵求矩阵的行列式问题，用分块矩阵求逆矩阵问题，讨论分块矩阵与秩的关系，分块矩阵在解线性方程组中的应用以及举例说明分块矩阵在矩阵特征值问题中的应用。
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Some Applications of Block Matrix 

Abstract:  this article mainly discusses the partitioned matrix in the higher algebra, including the application with the partitioned matrix for the determinant of problems, with matrix inverse matrix partitioned matrix, and discusses the relationship with partitioned matrix rank, block matrix in solving linear equations and illustrate the application of partitioned matrix in matrix eigenvalue problem of application.
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0 引 言
分块矩阵是高等代数学习中一个很重要的工具, 研究许多问题都可以用到它, 特别是在处理级数较高的矩阵时, 分块之后, 可以使各矩阵之间或矩阵内部之间的关系变得更清楚。本文先简单介绍了分块矩阵的定义以及一些性质，然后对分块矩阵在计算行列式、证明相关矩阵秩的不等式、求矩阵的逆、解线性方程组以及矩阵特征值等方面的应用做了归纳研究, 每个部分都给出了一些实用性较强的定理推论或经典例题, 通过这些具体实例的应用可以看出分块矩阵在处理相关问题上的简便性和灵活性。

1  矩阵的分块

1.1  分块矩阵的概念

有时候，为了简化运算常常用若干条纵线和横线将矩阵的列和行进行某种划分，这样就将一个大矩阵看成是由一些小矩阵组成的，使矩阵的运算化成小矩阵的运算，这就是所谓矩阵的分块。划分出的这些小矩阵称为子块或子矩阵，这时以字块为元素的形式上的矩阵称为分块矩阵。

1.2  分块矩阵的运算

设A与B是同型矩阵，对其采用相同的分块方法，有A=
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  其中
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是同型子矩阵，则

A+B=
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设矩阵A分块为A=
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，k为数，则kA=
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设A为l
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s矩阵，B为s
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r矩阵，分块成A=
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 其中
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 其中
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设矩阵分块为A=
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在分块矩阵运算中，我们把这些子矩阵当做元素来处理，直接运用矩阵运算的有关法则，其中要注意下列问题:

用分块矩阵作加法时，参加运算的同型矩阵必须采用相同的分块方法。

用数k乘分块矩阵时，数k要乘分块矩阵的每个子阵。

用分块法计算
[image: image22.wmf]mssn
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时，对A的列的划分方法与对B的行的划分方法要一致，以使后续运算有意义。

分块矩阵作转置时，行和列转置后还需对每个子矩阵作转置。

1.3  分块矩阵的广义初等变换

对普通矩阵作初等变换相当于在矩阵左（或右）乘一个初等矩阵，同理，我们用广义初等矩阵左（或右）乘一分块矩阵，也就相当于对分块矩阵作一次广义行（或列）初等变换。且对矩阵作若干广义初等变换，其秩也不变。

以常用的2 
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2分块矩阵为例，给出与分块矩阵相关的定义。

定义1.1.1：对m+n阶单位矩阵作2 
[image: image24.wmf]´

2分块，即
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，然后对其作相应的初等变换得到的矩阵称为分块初等矩阵。

由定义1.1可得，分块初等矩阵具有以下形式：

分块初等对换阵：
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分块初等倍乘阵：
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分块初等倍加阵：
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其中P,Q分别是m阶和n阶可逆矩阵。

2  利用分块矩阵计算行列式

定理 2.1.1   设M=
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n矩阵，C为n
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m矩阵，则：

当A可逆时，有|M|=
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当D可逆时，有|M|=
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虽然定理2.1.1给出了一种求行列式的方法，但其中涉及求逆以及多次矩阵相乘，计算上相当繁琐，也不容易记忆。在实际应用中，我们常用的是以下推论：

推论2.1.1:   设M=
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是一个四分块2n阶矩阵，其中A、B、C、D均是n阶方阵，则

当A可逆且AC=CA时，|M|=|AD-CB|；

当A可逆且AB=BA时，|M|=|DA-CB|；

当D可逆且DC=CD时，|M|=|AD-BC|；

当D可逆且DB=BD时，|M|=|DA-BC|。

证明  易知仅需证（1），(2)(3)(4)可类似证得。

因为A可逆，所以
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推论2.1.2：

（1）设矩阵M=
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 (2) 设矩阵M= 
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证明：仅需证（1）,(2)同理可证。  

由分块矩阵的乘法可得：
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image65.wmf]nmn

mmn

OE

EO

´

´

éù

êú

ëû

=
[image: image66.wmf]BA

OC

éù

êú

ëû


两边同时求行列式可得：
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即有：|M|
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例1：计算行列式
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解：对矩阵M= 
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[image: image80.wmf]21

32

æö

ç÷

èø

，B= 
[image: image81.wmf]00

00

æö

ç÷

èø

，

C= 
[image: image82.wmf]57

13

æö

ç÷

--

èø

，D= 
[image: image83.wmf]18

16

æö

ç÷

--

èø

，由A可逆，且AB=BA，则由推论1得|M|=|DA-CB|，

故|M|=|DA|=2             

3  用分块矩阵求逆矩阵

在线性代数中，求矩阵的逆有很多种方法，下面就分块矩阵给出求逆矩阵的方法。

定理 3.1.1 设M=
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，特别的，

当A=0，D=0，B与C都可逆时，有
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定理3.1.2  设M=
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当B=0，C=0，A与D都可逆时，有
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例2：设A=
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解：设A=
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在用分块矩阵求逆矩阵时，常常只针对几种特别的情形，对一般矩阵而言 此种方法由于太过繁琐，并不推荐采用使用。

4  分块矩阵与秩
   矩阵的秩是矩阵的一个重要的数字特征，建立并证明矩阵秩的（不）等式是矩阵秩问题讨论的一个重要方面，而恰当的构造分块矩阵将会使问题变的清晰。

定理4.1.1  设M=
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证明：记M=
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B在初等变换下的等价标准形为
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则对M前m行前n列作初等变换，对它的后k行后l列也作初等变换，这样就可以把M化为
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于是有   r（M）=r（
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例 3：设矩阵
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  证明矩阵秩的Frobenius不等式：

r（ABC）
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证明：令M=
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由可逆矩阵乘法的性质和上述命题，可以知道，r(ABC)+r(B)=r(N)=r（M) 
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5  分块矩阵在解线性方程组的应用

5.1  分块矩阵在解齐次线性方程组中的应用

设一般的齐次线性方程组为  AX=0，其中  A=
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我们用分块矩阵的方法来证明下述结论：

定理 5.1.1  若齐次线性方程组AX=0的系数矩阵
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证明：已知r（A）=r<n, 不防设A的r阶非零子式位于A的左上角，则A经行初等变换化为行最简形：A=
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易知AX=0与JX=0是同解方程组  
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下证这n-r个解为方程组的基础解系

首先，因为单位矩阵
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是AX=0的一个基础解系

定理的证明过程提供了一种求解齐次线性方程组的基础解系的方法

5.2 分块矩阵在非齐次线性方程组中的应用

设一般的非齐次线性方程组为AX=B，其中 A=
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引理 5.1.1 非齐次线性方程组有解的充要条件是它的系数矩阵和增广矩阵的秩相等，对于AX=B即秩r（
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定理 5.1.2   若r（
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证明：由于秩r（
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）=r（A），所以由引理知AX=B有解。不防设A的r阶非零子式位于A的左上角，则增广矩阵
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又系数矩阵r（A）=r<n，则方程组AX=0存在基础解系
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因
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是AX=B的解，故
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6  分块矩阵在矩阵特征值问题上的应用

对于一些给出的不是具体的矩阵，如果要计算和证明有关它的特征值问题时，有时候采用分块矩阵的方法，可以使问题的解决过程变的简洁。

例 4：设A是m
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证明：先把上式改写为
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由于都是抽象矩阵，我们无法把
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此时不妨构造分块矩阵
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对上式求行列式，得到
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同理，H右乘一个广义初等分块矩阵
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两边取行列式得到：
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由此命题得证。

7  结论

从以上分析可以看出，分块矩阵在行列式运算的简化和证明矩阵的秩的不等式上具有一定的灵活性和简便性，但是利用分块矩阵求逆和求解方程组的时候，我们会发现往往比较繁琐，只对一些结构比较特殊的矩阵起到了简化的作用，所以这也说明了具体问题要具体分析，不能以偏概全。另外，分块矩阵的应用在许多方面都能被采用，像本文最后介绍的分块矩阵在矩阵特征值问题方面的应用就说明了这一点，所以分块矩阵的应用还是有待继续发掘的。
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