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摘要：本文首先提供了与矩阵初等变换相关的基础知识，其次探讨了矩阵初等变换的定理和性质，并重点通过几个方面分析了矩阵初等变换的应用，包括：求行列式的值、求矩阵的秩、求矩阵的逆、求矩阵的特征值与特征向量、解线性方程组、在数论中的应用、在向量空间
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中的应用以及将二次型化为标准型等。
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Abstract: This paper provides elementary transformation matrix associated with the basic knowledge, followed by the elementary transformation of matrix  theorems and properties, and focus on a few aspects of the application of elementary transformation of matrix, including: the value of a determinant, find rank of matrix, the inverse of a matrix, find the matrix of eigenvalues and eigenvectors, solutions of linear  equations, applications in number theory, in the vector space applications, and the quadratic form into the standard type and so on.
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引言：矩阵的初等变换是线性代数中的最基本概念之一，是解决线性代数问题的重要工具，在线性代数中有着重要和十分广泛的作用。矩阵的初等变换普遍的应用于就矩阵的逆矩阵，求矩阵的秩，向量组的秩，以及判断两个向量组是否等价，化二次型为标准形等。一个线性方程组中的未知数一什么样的符号代替并不是本质性，本质的是各个未知数的系数与常数项，也就是说本质性的是线性方程组的系数（增广）矩阵。于是我们就可以引出矩阵来解决线性方程组问题。利用初等变换将矩阵A化为形状更简单的矩阵B，通过B来讨论A的性质，这是在研究矩阵的常用方法。初等变换时矩阵运算的最基本的方法，也是最重要和最有用的方法之一。掌握了矩阵的初等变换的理论对学习线性代数有着很大帮助。本文就来一起研究矩阵的初等变换及其一些重要应用。

1、 矩阵的初等变换的基础知识

1.1 矩阵的初等变换

1.1.1 矩阵的初等变换定义：

定义1   矩阵的初等行变换指的是对矩阵施行以下行变换：
（1） 交换矩阵的任意两行;

（2） 以一个非零的数k乘矩阵的某一行的所有元素；

（3） 把矩阵的某一行的若干倍加到另一行。

类似的我们也可以有矩阵的初等列变换

（1）交换矩阵的任意两行;

（2）以一个非零的数k乘矩阵的某一行的所有元素；

（3）把矩阵的某一行的若干倍加到另一行。

定理1.1.1   第一种初等变换可由第二和第三中初等变换施行得到。

证明：设A=
[image: image2.wmf]ijmn
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是数域p上的
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矩阵（i=1,2，…，n）.

   对矩阵A施行第二，第三种初等变换。
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 EMBED Equation.KSEE3  \* MERGEFORMAT [image: image7.wmf]
显然，上述矩阵B与矩阵A交换是s,t行后得到的矩阵是一样的。即定理得证。

定义2 一个
[image: image8.wmf]mn
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矩阵称为阶梯型矩阵，若满足：

（1） 全部由零组成的所有行都位于矩阵的底部；

（2） 每个非零首元素总是出现在上一个非零首元素的右边；

（3） 首元素下面的同列元素全部为零。

举例：

A=
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，  B=
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定义3：一个阶梯型矩阵成为简约阶梯型矩阵，若满足每一排零行的非零首项元素等于1，并且每一个首元素也是它所在的列的唯一非零元素。

引理1：任意一个矩阵经过过一系列初等行变换之后总能变成简约阶梯型矩阵。

证明：

A=
[image: image12.wmf]÷
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若A=0，那么它已经是简约阶梯形矩阵了。不妨设A
[image: image13.wmf]¹

0。经过初等行变换，A一定可以变成左上角元素不为零的矩阵。
   当
[image: image14.wmf]11

a

不为零时，把第一行的每一元素乘以
[image: image15.wmf]1

11
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，经过行初等变换第一列的其余元素都变为0.对第二行，第二列重复以上相同的步骤。这样就可以得出所要的简约型矩阵。证毕。

由引理1的证明过程我们可以得出将一个矩阵
[image: image16.wmf]n
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通过初等变换将其化为简约型矩阵的一个算法。
算法1：（将
[image: image17.wmf]n
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矩阵化成简约型矩阵）
（1） 
[image: image18.wmf]将含有一个非零元素的列设定为最左端的第一列。

（2） 如果需要的话将第1行与其他行互换，以使得第一个非零列有第一个非零元素。

（3） 如果第一行的首元素为
[image: image19.wmf]a

,则将该行的所有元素乘以
[image: image20.wmf]1
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，以使得该行的首项元素等于1，成为首一元素。

（4） 通过初等变换，讲其他行位于第一行首一元素下面的全部元素变为零。

（5） 对第
[image: image21.wmf]i

=2、3，…，m行依次重复以上1，2，3，4步骤，以使得每行的首一元素同列的其他各行元素都变为0.

定义3：若矩阵
[image: image22.wmf]n
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经过一系列初等行变换，变成矩阵
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，则称矩阵
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行等价。

定理1.1.2 任何一个矩阵
[image: image26.wmf]n

m
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都与一个并且唯一一个简约型矩阵行等价。

证明：当矩阵的初等行变换产生一个阶梯型矩阵时，若将阶梯型矩阵进一步化简为简约阶梯形矩阵，则相应的初等行变换将不会改变阶梯形矩阵各个非零行首元素的位置。即任何一个矩阵的阶梯型的首项非零元素与简约阶梯型的首一元素总是处于相同的位置。证毕。

初等变换的两个重要性质

性质1 矩阵的初等变换不改变矩阵的秩。

性质2 矩阵的初等换换不改变矩阵的可逆性。

利用上述矩阵的性质1，可以求矩阵的秩，判别一个（非）齐次线性方程组是否有解，若有解还可以求其解等。

利用上述性质2可以通过初等变换的方法判断一个是否可逆，弱可逆则可求其逆矩阵。

1.2矩阵的初等变换与初等矩阵

1.2.1 初等矩阵定义

定义1[1]：由单位矩阵E经过一次初等变换得到的矩阵称为初等矩阵。

初等矩阵都是方阵，每个初等变换都有一个与之相应的初等矩阵。

共有以下三种：

（1） 互换矩阵E的i行与j列的位置，得
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（2） 用数域P中非零数c乘E的i行，有
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（3） 把矩阵E的j行的k倍加到i行，有
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同样，对矩阵进行列变换也可以得到相应的初等矩阵。我们分别称[image: image30.wmf])
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为第一、第二、第三种初等矩阵。故上述三种矩阵是全部的初等矩阵。

定理1.2.1 初等矩阵都是可逆的，并且其逆矩阵也是同类型的初等矩阵。

证明：计算三种初等矩阵的行列式的：
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。故他们都是可逆矩阵。

有矩阵乘法我们易得
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，它还是第二种初等变换；又因为
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1.2.2 矩阵的初等变换与初等矩阵的关系

定理1.2.2：对
[image: image42.wmf]n
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矩阵A左乘一个
[image: image43.wmf]m

阶初等矩阵，相当于对A进行相应的行初等变换；对A右乘一个
[image: image44.wmf]n

阶初等矩阵相当于对A进行相应的列初等变换。

证明：有矩阵的乘法我们有（我们只证明左乘的情况）：
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最后得到的矩阵B是A的第
[image: image46.wmf]i

行与第
[image: image47.wmf]j

行交换而得到的矩阵。

又因为     
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这个矩阵恰好是以数
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行得到的。
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这个矩阵恰好是矩阵A的第
[image: image52.wmf]倍

行的

行加上第

k

j

i

而得到的。

对于A右乘的情况也同样可以证明。次定理表明，对矩阵作一系列的初等变换，可以通过左乘或者右乘若干个矩阵来实现。该定理建立了初等变换与初等矩阵的联系。

定义3[2]：称此矩阵为标准形矩阵，若一个矩阵满足以下两个条件

(1) 位于左上角的子块是一个r阶单位阵；

(2) 其余子块（如果有的话）都是零矩阵。

如 矩阵
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由于初等矩阵的逆也是初等矩阵，故上式表明，
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因为我们知道初等矩阵的逆还是初等矩阵，所以上式就说明了用若干个矩阵左乘矩阵
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表明可以用初等行变换把一个可逆矩阵
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1.3 向量组与初等变换

1.3.1向量组的初等变换的定义

定义1.3　设
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是数域F上的线性空间V的一组有序的向量。我们称下面三种变换为向量组的初等变换:
（1） 互换
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的形式,则称上面的初等变换为列初等变换；如果写成m×1向量矩阵
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1.3.2 向量组的初等变换与初等矩阵的关系
定理1.3.1　设向量组
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施行一次初等行变换,相当于在
[image: image152.wmf]a

的左边乘以相应的m 阶初等矩阵。
通过直接验算,容易证明定理1。把初等变换与初等矩阵联系起来,可以把向量组的初等变换的过程,用矩阵的乘积的等式表示出来,这样可简化计算或证明。

1.3.3　向量组的初等变换的性质
性质1　初等变换是可逆的,即向量组
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性质2　设向量组
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   用定理1.3.1及初等矩阵的可逆性,性质1、2。

性质3　初等变换不改变向量组的秩。

性质4　初等行变换不改变列向量组的线性关系（线性相关和线性组合关系）。
   证明：设矩阵
[image: image163.wmf]）

，

，

，

（

）

，

，

初等行变换

n

2

1

n

2

1

B

,

(

b

b

b

a

a

a

¼

=

¾

¾

¾

®

¾

=

K

A

，那么存在                     可逆矩阵
[image: image164.wmf]P

使得有
[image: image165.wmf]B

PA

=

，从而有列的关系：
[image: image166.wmf]）

，

n

,

2

,

1

(

i

i

¼

=

=

i

P

b

a


1)若有不全为零的数
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[image: image180.wmf]x

，使
[image: image181.wmf]0

=

Ax

，左乘矩阵
[image: image182.wmf]P

，有
[image: image183.wmf]0

,

0

=

=

Bx

PAx

即

，从而
[image: image184.wmf]B

的列向量之间也具有相同的线性关系。反之也成立。

2、 矩阵初等变换的应用

2．1   求行列式的值

2.1.1 行列式的计算方法

    求行列式的值的方法有很多，总结有以下常用的方法

(1) 用行列式定义计算行列式。该方法一般适用于零元素较多的行列式计算。

(2) 利用行列式的性质计算行列式。该方法一般是将行列式化为三角形行列式的形式。

(3) 利用性质及展开定理（降阶法），该方法一般将行列式的某一行（列）化为零元素较多，再将其展开达到降目的。

(4) 用递推法计算行列式。该方法适用于按某一行或者展开之后，得到的与原行列式模式相同的行列式。

(5) 用范德蒙行列式计算。

现在我们用矩阵的初等变换来求行列式的值。

2.1.2利用初等变换计算行列式的值

   由行列式的知识我们知道一个上三角行列式就等于它主对角线的乘积，由矩阵的知识我们可知任意方阵
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的计算就容易多了。
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此方法适用于计算一个n级数字行列式，特别是当n比较大时，此方法的优越性就更加明显了。而且该方法完全机械，因而可以用电子计算机按此方法来进行行列式计算。

2．2   求矩阵的秩

定义2.2.1[2] 如矩阵
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定理2.2.1 任何矩阵经过初等变换后，其秩不改变。
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   即可以说明任一矩阵经过初等变换后其秩不变。定理得证。

推论1 矩阵的秩即为矩阵的行阶梯型中非零行的行数。

 由定义，该推论容易证明，故不在此详细证明。

根据定理2.2.1和推论1，为求矩阵的秩，我们只需要把矩阵用初等行变换化成行阶梯形矩阵，阶梯形矩阵中非零行的行数就是该矩阵的秩。

例. 求矩阵
[image: image217.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

=

8

11

4

3

2

4

1

1

4

3

2

1

A

的秩。
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2．3 求矩阵的逆  

求矩阵的逆矩阵的方法

对于矩阵方程
[image: image219.wmf]b

=

Ax

，若存在
[image: image220.wmf]c

使得
[image: image221.wmf]E

AC

CA

=

=

，则方程
[image: image222.wmf]b

=

Ax

的两边同时左乘矩阵
[image: image223.wmf]C

，即可求得未知矩阵
[image: image224.wmf]b

C

x

=

。如上的例子说明，我们求一个矩阵的逆矩阵有很好的用处。我们求方阵
[image: image225.wmf]A

的逆矩阵的方法一般常用的方法有以下几种：

（1）用定义法求逆矩阵。若给矩阵
[image: image226.wmf]A

的一个关系式，由它设法变形得到
[image: image227.wmf]E

AB

=


或
[image: image228.wmf]E

BA

=

的式子，说明
[image: image229.wmf]A

可逆且
[image: image230.wmf]B

A

=

-

1

。

（2） 用公式法。
[image: image231.wmf]*

-

=

A

A

A

1

1

（
[image: image232.wmf]A

A

为

*

的伴随矩阵）

（3） 分块矩阵求逆：如
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(4) 初等变换法求逆
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解：做矩阵
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对于阶数高一些点的方阵，用初等变换法求逆矩阵比起公式
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2.4 求矩阵的特征值和特征向量
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2．5   矩阵的初等变换在向量空间
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（3）用矩阵的初等变换法。（依据是：若对矩阵
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初等变换法的具体操作方法：
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重新对A 的行施行初等变换,把C化成标准型C′,C′的左上角出现若干个单位列向量则可判断
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例1   判断向量组
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2.5.2　判定向量组的线性相关性

定理2.5.2 对于n为列向量
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2.5.3 　利用矩阵的初等变换,可以求出向量空间
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由定理2.5.3我们可以得到利用初等行变换向量组的秩和极大无关组的方法，其步骤为：

（1） 以向量组各向量为列构成矩阵
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2.5.4　利用矩阵的初等变换求n维向量空间
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[image: image457.wmf]2.6 利用初等变换解线性方程组
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解：对增光矩阵进行初等变换
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  （如果线性方程组有无穷多解时，其表达式不唯一，因为自由未知量的选取可以不同。）

2.6.2 利用初等变换解齐次线性方程组（方法与非齐次方程组类似）
对于齐次线性方程组
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解：将系数矩阵
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进行初等行变换化为行最简形
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选取
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其通解为
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将求解线性方程组的消元法转化为对方程组的增广（系数）矩阵施行初等行变换化为阶梯形(最简)矩阵，这一过程不但简单明了(不用带未知量进行运算)，而且强调了元素和方程的对应位置，可以消除计算混乱甚至循环推到这类错误。

2.7 求整数的最大公因数及组合

引理2.7.1 若矩阵
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利用定理2.7.1的和推论1结论，我们可以得到用矩阵的行初等变换求一组整数的最大公因数以及表示为其组合的方法。

例1  求115，570，935的最大公因数，并表成其线性组合。

解： 做矩阵A,并对A的列作初等变换：
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所以d=（115,570,935）=5，且d=
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例2 设a=321，b=30，c=414，求（a,b,c）并将它表示为a,b,c的组合。

解：因为
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所以（a,b,c）=3=a-742b+53c

2．8 利用矩阵的初等变换将二次型化为标准型

二次型
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将二次型化成标准型的方法有三个：(1)配方法(2)正交变换法(3)初等变换法。

定理2.8.1 数域P上的任一对称方阵经过相同的第二种行、列初等变换（即某一行或者某一列的倍数加到某一行或者某一列）总可以化为一个对角阵。

证明: 设n阶对称方阵
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 对于B，C的右下角的一块矩阵施行类似的变换。如此下去矩阵将会最终变为
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的形式。定理得证。

通过上面的定理证明过程可以看出最后的对角矩阵D与起始矩阵A之间具备关系
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  由这两个式子说明，对矩阵A施行一系列成对的初等变换，将A化为对角矩
[image: image604.wmf]D

，相当对单位矩阵E施行同种类型的初等列变换，将单位矩阵E化为可逆矩阵C。对角矩阵所对应的二次型就是标准型，可逆矩阵C就是可逆的线性变换
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所对应的矩阵。

因此我们做一个矩阵
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合同变换


注：

合同变换是：当对矩阵施行一次初等行变换后，紧接着进行同样的初等列变换。两次变换必须同步进行。

例  将二次型
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化为标准型。

   解：二次型
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,现将
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 施行初等变换
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所以可逆的线性替换为
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其标准型为
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