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摘 要：

方阵高次幂在高等代数题解、矩阵稳定性讨论等方面有着广泛的应用，但它的求解一般都比较困难。虽然它的运算遵循矩阵乘法规律，但是由于它相乘的次数较多，方阵高次幂的计算会很麻烦。本文总结一些求解方阵高次幂问题的方法,即根据矩阵的不同特点选用不同的解题思路，如：用二项式法、数学归纳法、相似标准形法等。本文的研究成果对不同知识的相互交叉、灵活运用有重要引导作用，能显著提高解题的多元性和求解效率。
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Abstract：
The phalanx of higher algebra in high power TiXie, matrix stability has discussed widely, but it's difficult to solve common.  Although its operation follow matrix multiplication rule, but because of its multiplication times more, the phalanx of high power calculation will be very troublesome. This paper summarizes some solving the phalanx of high power issues, that is, based on the matrix method of different characteristics choose different trains of thoughts, such as: use a binomial method, mathematical induction, similar standard method, etc. This paper researches on the different knowledge flexibly cross each other, has an important guiding effect, can significantly improve the diversity and solution efficiency problem solving.
Key words：square matrix  high power  multiplication
一、引言

矩阵乘法是线性代数中最常见的运算之一，它在数值计算中有广泛的应用。方阵高次幂在高等代数题解、矩阵稳定性讨论等方面有着广泛的应用，但它的求解一般都比较困难。虽然它的运算遵循矩阵乘法规律，但是由于它相乘的次数较多，方阵高次幂的计算会很麻烦。一个n阶方阵的多项式或高次幂是矩阵论中基本运算问题。在给定的矩阵的阶数及其多项式的次数都较高时,计算量很大。因此,就需要运用一些技巧来寻求简捷方法进行计算。前人对n阶矩阵m次方幂的计算的研究也有很多，他们从各个方面研究总结了它的计算方法，例如：有限阶矩阵的m次方幂（二阶矩阵的高次幂、三对角矩阵的任意次幂等）。还有人总结除了n阶矩阵m次方幂的计算德通项公式。
本文总结一些求解方阵高次幂问题的方法,即根据矩阵的不同特点选用不同的解题思路，如：用二项式法、数学归纳法、相似标准形法等。本文的研究成果对不同知识的相互交叉、灵活运用有重要引导作用，能显著提高解题的多元性和求解效率。一般说来，求一个方阵的高次幂是比较麻烦的，尤其是当方阵的阶数或方幂的次数较高时，计算量就更大．本文就这类问题进行了研究和探讨，给出了多种简便可行的计算方法．文中A表示n阶矩阵，n和m 均为自然数。E表示对应的同阶单位阵。

二、n阶矩阵m次方幂的几种计算方法
2.1特殊方阵的解法
2.1.1可对角化方阵高次幂的思想方法 

由于矩阵A的可对角化，则存在可逆矩阵P使得A=PI
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而对角矩阵I的高次幂是容易求得的，利用这一性质可方便求出可对角化仿真的高次幂。
那么什么样的方阵可以对角化呢？我们利用特征向量来判定矩阵是否可对角化。

定理：设V是数域P上的
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维线性空间，
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可对角化（即A可对角化）的充分必要条件是
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在V上有
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个线性无关的特征向量。
例如：设V是数域P上的3维线性空间，
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下的矩阵为
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解：
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的特征值为3（二重）和-6。对于特征值3，解其次线性方程组
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得到一个基础解系：
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。从而属于3的极大线性无关的特征向量组是
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。对于特征值-6，属于它的极大线性无关特征向量组是
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线性无关，因此A可对角化。并且A在基
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如果令
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我们可以从具体的例题来看到这一结果，
例如: 
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，我们先求出A的可对角化矩阵B及使其可对角化的可逆矩阵P，使得
[image: image28.wmf]1

APAP

-

=

. 由于
[image: image29.wmf]2

(2)(1)

EA

lll

-=-+

 所以矩阵A的特征值为2和1，对于特征值2，解其次线性方程组
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[image: image31.wmf][

]

[

]

11

1,0,1,0,1,1

--

--

K

;对于特征值-1，得到其基础解系  
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而对角矩阵B的m次幂即为对角线元素的m次幂，易求得。
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2.1.2主角线元素完全相等的三角矩阵求高次幂的二项式展开法

若A是主对角元素相等的三角矩阵时，则考虑将A分解为
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。我们举个例子来看下这类矩阵的计算方法。例如：
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那么，当m=10的时候，
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 EMBED Equation.3  [image: image49.wmf]
2.1.3对秩为1的方阵高次幂的一般的求解公式

    假设矩阵A的秩为1，那么矩阵A至少有一行元素不为0，且其余元素都是这一行元素的倍数，于是秩为1的n×n矩阵的一般形式可以表示为：
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下面我们也用一个具体的例子来看看这类型矩阵的高次幂的计算方法。例如：

矩阵
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，那么该矩阵可以写成
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那么当m=100时，
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2.1.4可分成特殊子块的方阵高次幂的一般的求解公式

    对于阶数较高的方阵可利用分块矩阵的性质求解。若是分块对角矩阵，则求方阵的m次幂就转化为求子块的m次幂。因为如果
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常用的子块的高次幂计算结果有：
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例如A= 
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所以
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我们再来看下这个例题。
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解：我们先观察这个矩阵的特点，可以先将其分块，写成
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显然B的秩为1，
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即求得
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2.1.5 用递归法求一些方阵的高次幂

首先，求出方阵的二次幂、三次幂，用不完全归纳法得出一般表达式，最后用数学归纳法证明。下面我们看个例子。
例如
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由此我们可以猜想
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下面我们用数学归纳法加以证明。

证明：（1）当m=1时，〈1〉式成立。

   我们假设当m=k时，〈1〉式也成立。即
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（2）那么当m=k+1时,
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即当m=k+1时也成立，从而对于任意的m，〈1〉式都成立。即


[image: image93.wmf]2

(1)

1

2

01

001

m

mm

mm

Am

aab

a

-

æö

+

ç÷

ç÷

=

ç÷

ç÷

ç÷

èø

。

2.1.6 用哈密顿-凯莱定理求方阵的m次幂。
哈密顿-凯莱定理：设A是一个n阶矩阵，而
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在这个定理的前提下，我们看下面这个例子。

例如：设
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我们令
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则〈1〉式就变为
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再将A带入〈2〉式得：
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由哈密顿-凯莱定理我们知道
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2.1.7 利用Jordan标准形求方阵的m次幂。

我们通过具体的例题来看这种方法的具体应用.

例如:已知
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显然它的初等因子为
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又因为
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三、n阶矩阵m次方幂的几种计算方法的应用。

3.1 矩阵在高等代数解题中的应用举不胜数。
    n阶方阵的m次幂有多种计算方法，有时需要多种方法配合使用。关键的一点是要根据方阵的特点，选择合适的方法。

例如：
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对于这个题，它没有我们比较容易就能看出来的一些特点，例如：秩为1，可对角化，主队角元素相同，上三角或者可以分块等等。那么我们选用我们2.1.6 用哈密顿-凯莱定理求方阵的m次幂。具体的解题过程就不多说了，大家从2.1.6中就可以看到详细的解题过程。
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。对于这个题，我们利用Jordan标准形求方阵的m次幂。具体方法见2.1.7
3.2矩阵稳定性讨论

定理：矩阵
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的特征值的模都小于1。
在这个定理的证明中我们就用到了利用Jordan标准形来求方阵的若干次幂。下面我们来证明下此定理。

为了证明方阵序列的收敛定理，下面我们先计算Jordan块的正整数次幂。
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证明：设
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的Jordan标准形为
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反之，若有某一特征值
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