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1、 引言

在高等数学中，矩阵扮演了及其重要的角色．例如，在求解线性方程组解的过程中，人们利用矩阵不仅可以简洁明了地表示原先大型复杂的线性方程组，而且根据矩阵的性质还可以方便地判断线性方程组解的情况，甚至还可以用矩阵来表示出线性方程组的解．

1.1选题背景

    矩阵初等变换是线性代数里面的一项重要内容，也是线性代数的一个重要工具，它在处理线性代数的有关问题时具有一定的独特作用，如求逆矩阵、求矩阵的秩、求过渡矩阵、求向量组的秩及向量组的极大线性无关组、解方程组、化二次型为标准型等.初等变换的应用几乎贯穿线性代数内容的始终，几个主要概念和计算几乎都涉及到.它正如一只看不见的手，将线性代数各个部分看似零散的知识点统一起来，形成一个整体.
同时，作为矩阵运算的一种方法，其在高等代数中有着极为重要的地位，也是高等代数的教学重点和难点.虽然初等变换的内容比较简单, 但它贯穿于整个高等代数理论的始终, 应用初等变换证明命题, 过程容易被接受. 所以, 许多学者们也在不断地挖掘初等变换的潜力, 尽量用它来描述、证明、计算各种问题，使初等变换能在数学领域及其它科学领域中发挥更大的作用.
1.2前人研究综述

    但是目前国内关于矩阵初等变换的研究多是就其在某一方面如二次型、解方程组等的应用，而国外很多矩阵、线性代数方面的研究基于矩阵的初等变换，一其为研究的工具，却缺少矩阵初等变换的专论.因此，一方面矩阵的初等变换处境尴尬，作为必不可少的工具却不被重视，另一方面即使被重视，关于它的理论知识、研究成果凌散、不系统.
目前国内的高等代数教材比较多，如由高等教育出版社出版，北京大学数学系几何与代数教研室前代数小组编著的《高等代数（第三版）》，全书共10章，内容包括多项式、行列式、线性方程组、矩阵、二次型、线性空间、线性变换、
[image: image1.wmf]l

-矩阵、欧几里得空间、双线性函数与辛空间.
刘仲奎、杨永保、程辉、陈祥恩所编，高等教育出版社出版的《高等代数》内容包括：行列式、多项式与矩阵、向量空间、线性方程组、线性变换、欧氏空间等.
西北工业大学高等代数编写组编，科学出版社出版的《高等代数》一书共分14章，几乎包含了高等代数的全部内容，研究对象从比较具体的行列式、矩阵、向量、线性方程组、多项式、相似变换、二次型、λ－矩阵到比较抽象的线性空间、线性变换、欧氏空间、酉空间、双线性函数，进而介绍近世代数的有关内容.
姚慕生、吴泉水编著，复旦大学出版社出版的《高等代数学（第二版）》一书以线性空间为纲，在线性空间的框架下展开高等代数的主要内容. 内容包括：行列式、矩阵、线性空间和线性变换、多项式、特征值、相似标准型、二次型、内积空间和双线性型等.
由上可见，几乎在所有的高等代数教科书中, 都已经介绍了利用初等变换可以求行列式的值、求逆矩阵、判断线性方程组解的存在问题、求线性方程组的基础解系、求一个向量由一组向量线性表示、判断向量组的线性相关性、求矩阵的秩等.除此之外, 初等变换还可以用于求多项式的最大公因式、求特征值与特征向量、求标准正交基.但目前并没有专讲矩阵的初等变换方面的书籍.
通过查阅中国期刊全文数据库了解到目前涉及矩阵初等变换方面的研究论文有：杨甲山的《初等变换的应用》，文中提到矩阵的初等变换在关于行列式、线性相关性问题中的应用；蔡若松、张莉所著《初等变换应用浅议》一文提出了使用初等变换求多项式的最大公因式、求特征值与特征向量、求标准正交基的一种新尝试.李桂荣、刘学鹏《关于线性方程组解结构的进一步研究》用分块矩阵的性质和特点得到了一般线性方程组解存在的充分和必要条件.王小为《矩阵初等变换的独立性》提出矩阵的三种行初等变换不是独立的，第三种可由前两种变换实施得到.和斌涛《矩阵初等变换的若干应用》谈到利用矩阵初等变换求多个多项式的最大公因式的方法，并利用此方法求解n元一次不定方程和线性同余方程组.谭军《矩阵初等变换的一些性质及应用》对初等变换在线性代数课程中的应用做了全面的列举，其中独到之处是提到用初等变换求
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的和与交的维数.王成、饶成军《矩阵初等变换的应用研究》应用矩阵的初等变换求两个整数的最大公因数、最小公倍数、求m个整数的最大公因数、多项式的最大公因式、最小公倍式.
1.3选题的意义

“高等代数”课是本科数学专业的一门重要的基础课，也是理工科大学各专业的重要数学工具，它对数学专业的许多后继课程有直接影响，关系到学生数学素质的培养.在高等代数中, 初等变换虽然算不上是重点也算不上是难点, 但它却是高等代数理论研究的一个必不可少的工具, 许多繁琐的问题通过初等变换可使过程大大化简.
从以上文献资料来看，虽然各种版本的高等代数方面的教材都广泛地涉及矩阵的初等变换，国内外对矩阵初等变换的研究也取得了较大的进展，但是目前关于专写矩阵的初等变换，全面细致的论述矩阵的初等变换的相关理论及应用的.所占比例却不是很高.
目前对矩阵的初等变换的研究内容主要集中在矩阵初等变换的性质及应用方面，具体包括以下几点：1.性质：对矩阵作行的初等变换，不改变列向量之间的线性关系，进行行初等变换对矩阵行向量线性关系的影响.n阶可逆矩阵A经基本初等变换可化为特殊对角形式；对于
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-矩阵，也有相应类型的初等变换和初等矩阵，上述结论同样成立.不改变矩阵的秩、不改变向量组的线性相关性.矩阵的三种初等变换间的关系.2.应用：在行列式、多项式、线性空间、二次型、矩阵、解方程、向量组、线性方程组方面的应用.
本文旨在综合前人在矩阵初等变换方面的诸多研究，对矩阵初等变换的相关理论成果做全面的梳理整合，使矩阵初等变换的理论更全面、细致，同时在借鉴前人的基础上，提出自己的新见解，希望能对矩阵理论的教学提供参考作用.
二、预备知识：矩阵初等变换的定义及其表示
2.1　矩阵初等变换的定义

定义2.1.1
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　所谓数域
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上矩阵的初等行变换是指下列三种变换：

1）以
[image: image8.wmf]P

中的一个非零的数c乘矩阵的某一行；

2）把矩阵某一行的k倍加到另一行；

3）互换矩阵中两行的位置.

定义2.1.2
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  所谓数域
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上矩阵的初等列变换是指下列三种变换：

1）以
[image: image11.wmf]P

中的一个非零的数
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乘矩阵的某一列；

2）把矩阵某一列的
[image: image13.wmf]k

倍加到另一列；

3）互换矩阵中两列的位置.

2.2　矩阵初等变换的表示

矩阵
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经过三种初等行变换变为矩阵
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，可分别表示为：
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相应地，三种初等列变换对应可表示为：
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2.3　初等矩阵

2.3.1　初等矩阵的定义
由单位矩阵
[image: image22.wmf]E

经过一次初等变换得到的矩阵称为初等矩阵.
2.3.2　初等矩阵的表示
初等矩阵都是方阵，每种初等变换都有一个与之相应的初等矩阵.三种初等行变换对应的初等矩阵如下：

1） 
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也可看成用
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乘单位矩阵
[image: image27.wmf]E

的第
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列得到的；
2） 
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也可看作把单位矩阵
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列的
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倍加到第
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列上得到的；
3） 
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 EMBED Equation.3  [image: image39.wmf]行

行

j

i

，
[image: image40.wmf])

,

(

j

i

P

也可看作交换单位矩阵
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列和第
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列得到的.
2.3.3　初等变换与初等矩阵的关系
引理
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矩阵
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作一初等行变换就相当于在
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的左边乘上相应的
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作一初等列变换就相当于在
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乘矩阵
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行得到的矩阵，
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乘矩阵
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列得到的矩阵.
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2.3.4　初等矩阵的逆矩阵
初等矩阵均可逆，它们的逆矩阵仍是初等矩阵.由逆矩阵的定义易得
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3、 矩阵初等变换的性质   

3.1　三种初等变换之间的关系

就初等变换的实质来说，这三种变换不是独立的，下面以行变换为例来说明.
命题1 矩阵的上述三种初等变换不是独立的.即某一种初等变换可由其它初等变换来实现.
证明  下面证明第三种初等变换可由第一种和第二种来实现.
设
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最后这个矩阵就达到了第三种初等变换的效果，即s行与t行互换位置.那么第一、二种变换可否由其它初等变换得到呢？

命题2  矩阵的第一、二种初等变换是独立的.即矩阵的第一种初等变换不能由第二、三种初等变换来实现.第二种初等变换不能由第一、三种初等变换来实现.
证明：

1） 第一种初等变换不能由第二、三种初等变换来实现.不妨以
[image: image103.wmf]A

为
[image: image104.wmf]n

阶方阵来说明.

[image: image105.wmf]A


[image: image106.wmf]¾

¾

®

¾

´

-

i

r

1



 EMBED Equation.3  [image: image107.wmf]1

A

,则
[image: image108.wmf]))

(

(

c

i

P


[image: image109.wmf]A

=
[image: image110.wmf]1

A

，进而
[image: image111.wmf]1

A

A

c

=



[image: image112.wmf]A


[image: image113.wmf]¾

¾

¾

¾

¾

¾

®

¾

第二、第三种初等变换



 EMBED Equation.3  [image: image114.wmf]1

B

由行列式的性质知
[image: image115.wmf]1

B

A

=


当
[image: image116.wmf]0

¹

A

或
[image: image117.wmf]1

±

¹

c

时，显然
[image: image118.wmf]1

1

B

A

¹



 EMBED Equation.3  [image: image119.wmf]，
[image: image120.wmf]1

1

B

A

¹

.从而第一种初等变换不能由第二、三种初等变换得到.
2） 第二种初等变换不能由第一、三种初等变换来实现.仍以初等行变换来说明.
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3.2　初等行变换对矩阵列向量的影响
引理
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3.3　初等列变换对矩阵行向量的影响
定理2  对矩阵作初等列变换，不改变矩阵行向量的线性关系.
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初等列变换不改变矩阵行向量的线性关系.
3.4　初等行变换对矩阵行向量的影响
由定理1知对矩阵作行的初等变换不改变矩阵列向量之间的线性关系，那么初等行变换对行向量的线性关系又有怎样的影响呢？看下面的例子.
例1  已知向量组
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作为行向量排成矩阵，然后对矩阵进行初等行变换化为阶梯形：
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3.5　初等列变换对矩阵列向量的影响
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设
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因此有下面的定理
定理4 设
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上定理中如果：
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3.6　初等变换不改变矩阵的秩
定义
[image: image321.wmf][
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所谓矩阵的行秩就是指矩阵的行向量组的秩；矩阵的列秩就是指矩阵的列向量组的秩.
引理 如果齐次线性方程组
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的系数矩阵
[image: image323.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

=

sn

s

s

n

n

a

a

a

a

a

a

a

a

a

A

L

M

O

M

M

L

L

2

1

2

22

21

1

12

11

的行秩
[image: image324.wmf]n
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，那么它有非零解.
定理5 矩阵的行秩和列秩相等.
因为行秩等于列秩，所以就统称为矩阵的秩.根据定理1和2，对矩阵作初等行变换，不改变矩阵的列向量组的线性关系；对矩阵作初等列变换，不改变矩阵的行向量组的线性关系.因此初等变换不改变矩阵的秩.
3.7　初等变换不改变向量组的线性关系
根据定理1，把向量组的向量按列排成矩阵，对该矩阵作初等行变换可知向量组的线性关系没有改变.
3.8　初等变换对矩阵的作用
定理6
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初等矩阵；作一初等列变换就相当于在
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四、矩阵初等变换的应用
4.1　在行列式中的应用
4.1.1　公式
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一般书中对该公式的证明都较繁琐，要用到拉普拉斯定理，构造新的行列式来证明.但若用矩阵的初等变换这个工具，就可使证明过程简单明了，先看一个结论.
引理 (1)设
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综上，对任意一个
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(2)由数学归纳法可得.
定理7设
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证明：当
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.
用此公式计算某些特殊的行列式或行列式的乘积，相当方便.
例1 设
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例2设
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解：因
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的对角线元素全是
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，而行列式
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4.1.2　用分块矩阵计算行列式
类似矩阵的初等变换，我们把分块矩阵的每个子块当成元素来看，同样可定义分块矩阵的初等行变换.
定义 下列三种类型的变换称为分块矩阵的初等行变换.
（1）对调分块矩阵的两行；
（2）以一可逆阵
[image: image396.wmf]G

左乘分块矩阵某一行中的所有元素；
（3）以矩阵
[image: image397.wmf]K

左乘分块矩阵某一行中的所有元素后加到另一行对应的元素上去.
同样地，对单位矩阵
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经过一次分块矩阵的初等行变换后的矩阵，称为初等分块矩阵.
     设矩阵
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设
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施行分块矩阵的初等行变换相当于用相应的初等分块矩阵左乘分块矩阵
[image: image411.wmf]Q

.
引理 对分块矩阵
[image: image412.wmf]Q

进行第三类分块矩阵的初等行变换后得到矩阵
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证明：不妨设
[image: image415.wmf]Q

P

Q

3

1

=

,则
[image: image416.wmf]Q

P

Q

P

Q

3

3

1

=

=

.显然
[image: image417.wmf]1

3

=

P

,所以
[image: image418.wmf]1

Q

Q

=

.
引理 设
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证明：由行列式按行展开定理，显然有
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定理？设
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若子块
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利用这两个公式可以把高阶行列式化为低阶行列式，简化计算.
例3设
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例4已知
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由例4可见，利用矩阵的初等变换和分块矩阵来讨论行列式中的某些公式很方便.
4.2　在线性相关问题中的应用
    向量组的线性相关问性有如下主要内容：设有
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例5判断向量组
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的线性相关性，并求出一个极大线性无关组，把其它向量用极大线性无关组表示出来.
解：将行向量改成列向量构成矩阵
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故向量组
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表示，再对阶梯形矩阵进行初等行变换化成行最简形矩阵，即就是让第1、2、4列构成单位矩阵：
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把该行最简形矩阵记作
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4.3　在数论中的应用
4.3.1　用初等变换求整数的最大公因数、最小公倍数
4.3.1.1　求两个整数的最大公因数、最小公倍数
在初等数论中，求两个整数
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，从而可以构造整数矩阵
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命题2  矩阵
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证明：由引理
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解：构造矩阵
[image: image566.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

54978

54978

0

4914

A


[image: image567.wmf]¾

¾

®

¾

-

1

2

11

r

r


[image: image568.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

54978

924

0

4914


[image: image569.wmf]¾

¾

®

¾

-

2

1

5

r

r


[image: image570.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

54978

924

274890

-

294


[image: image571.wmf]¾

¾

®

¾

-

1

2

3

r

r


[image: image572.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

879648

42

274890

-

294



[image: image573.wmf]¾

¾

®

¾

-

2

1

7

r

r


[image: image574.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

879648

42

6432426

-

0


[image: image575.wmf]¾

¾

®

¾

«

2

1

r

r


[image: image576.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

6432426

-

0

879648

42


[image: image577.wmf]¾

®

¾

2

-

r


[image: image578.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

6432426

0

879648

42


所以
[image: image579.wmf])

,

(

b

a

=42，
[image: image580.wmf][

]

b

a

,

=6432426.
4.3.1.2　求
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例7：求115，570,935的最大公因数，并把它表示成它们的线性组合.
解：作矩阵
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故所求最大公因数
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4.3.2　初等变换与多项式
把4.3.1.1的命题1加以推广，可以得到多项式的最大公因式、最小公倍式的矩阵初等变换求法.
命题4：设
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类似命题2，我们有：
命题5：每个可逆的多项式矩阵可以表示成一些初等多项式矩阵的乘积，对一多项式矩阵
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（2）对
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4.4　初等变换在线性空间中的应用
4.4.1　求线性空间
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的维数.可先构造矩阵
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4.4.2　求线性空间
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4.4.3　求特征值和特征向量
在高代教材中，求特征值和特征向量一般采用分步法，即先求特征值，再分别求各特征值对应的特征向量，下面介绍一种初等行变换同步求得特征值和特征向量的方法.
例10 求矩阵
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4.4.4　从任意一个基求标准正交基
定义1
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：欧氏空间
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中一组非零向量，如果它们两两内积为0，即两两正交，就称它们为一正交向量组.
正交向量组是线性无关的.
定义2：在
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维欧式空间中，由
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个向量组成的正交向量组称为正交基；由单位向量组成的正交基称为标准正交基.
一般教材中，求标准正交基采用的是施密特正交化方法
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，一次求一个向量，这里使用初等变换可同步得到所有向量.
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例11：把一组基
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4.5　初等变换与矩阵
4.5.1　初等变换在数字矩阵中的应用
4.5.1.1　利用初等变换判断矩阵中的可逆性
利用初等变换把矩阵化为阶梯形，若其对应的行列式不为零，则矩阵可逆，且行列式的值等于主对角线上的元素之积.但应注意第一、三种初等变换会改变行列式的值.
例12：已知矩阵
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解：由于
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4.5.1.2　利用初等变换求逆矩阵
设
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例13：已知
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4.5.1.3　利用初等变换求矩阵的秩
由于初等变换不改变矩阵的秩，故可利用初等行变换将矩阵化为上三角形矩阵，非零行的个数即为矩阵的秩.也可利用初等列变换将矩阵化为下三角形矩阵，非零列的个数即为矩阵的秩.
例14：已知
[image: image940.wmf]A

=
[image: image941.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

0

4

0

2

-

3

-

3

4

1

-

3

1

2

1

1

1

-

0

1

2

4

-

1

-

3

求
[image: image942.wmf])

(

A

r

.
解：对
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作初等行变换，化成下三角形矩阵
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，因为有3个非零行，所以
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4.5.2　初等变换在分块矩阵中的应用
矩阵分块是矩阵理论中的基本方法之一，而初等变换则是处理分块矩阵的重要工具.
4.5.2.1　求分块矩阵中的逆矩阵
例15：设分块矩阵
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解：由于
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进而
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4.5.2.2　求分块矩阵中的秩
命题7：设
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证明：？
例16：设
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证明：因为
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4.5.3　初等变换在
[image: image977.wmf]-
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矩阵中的应用
定义：元素是关于文字
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的多项式的矩阵称为
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矩阵.
定义
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：下面的三种变换叫做
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矩阵的初等变换.
1）矩阵中的两行互换位置.

2）矩阵的某一行（列）乘以非零的常数
[image: image982.wmf]c

；

3）矩阵的某一行（列）加另一行（列）的
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仍用
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矩阵的初等变换主要用来求矩阵的标准形，进而求初等因子、不变因子的等.
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例17：用初等变换化
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解：先化
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4.6　初等变换与二次型
利用初等变换求二次型的标准形.
命题：任意给定实二次型
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从矩阵角度说即找一个可逆阵
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例18：化二次型
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所以该二次型的标准形为
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4.7　用初等变换解方程
4.7.1　求解线性方程组
对线性方程组的增广矩阵作初等行变换，将增广矩阵化为行阶梯形，即易得方程组的解.注意只能作初等行变换.
例19：解线性方程组
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解：增广矩阵
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4.7.2　求解矩阵方程
若矩阵方程的形式是
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若矩阵方程的形式为
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4.7.3　求解线性不定方程
命题：设
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是方程（3）的一组整数解.
下面证明（4）是方程（3）的一组整数解：
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，故（4）是（3）的一组整数解.
另一方面，还需证明（3）的任意一组整数解都能表示成（4）的形式：
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4.8　初等变换与向量组
4.8.1　求向量组的秩、极大线性无关组，并用极大线性无关组表示其余向量
例21：已知向量组
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求其极大线性无关组，并表示其余向量.
解：把它们按列排成矩阵
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4.8.2　判断向量组是否等价
有向量组
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例22：证明以下两向量组等价：
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证明：构造矩阵
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划线矩阵说明
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划线矩阵说明
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4.8.3　证明“两个等价的线性无关的向量组含有相同个数的向量”
该结论一般放在替换定理之后作为推论出现，如果不用替换定理，利用关于初等行变换的定理也可直接证明.
证明：设
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