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摘 要 : 通过论述矩阵与行列式
、

线性 方程组
、

线性空间
,

线性 变换
、

欧氏空 间和二 次型

之间的关系
,

说明 了矩阵在线性代数中的地位和作用
,

并强调在学习线性代数时
,

应 充分重视

矩阵与其 它概念之间的互相利用
.
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线性代数是理工科基础课之一
,

主要内容包

括行列式
、

矩阵
、

线性方程组
、

二次型
、

线性空间
、

线性变换和欧氏空间共七部分
,

其中矩阵是各部

分内容的纽带
,

具有十分重要的地位和作用
.

1 矩阵为行列式的计算提供了新的技巧

所有的《线性代数》教材都把行列式作为第

一部分
,

由于暂时没有学习矩阵知识
,

所 以计算

行列式的方法仅限于定义法
、

化三角形法
、

降阶

法
、

递推法和加边法 131
.

但是在具备了矩阵知识之

后
,

矩阵为行列式的计算提供一些新的技巧
.
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例 2 设 A 是三队实对称矩阵
,
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由于矩阵的行列式等于它 的全部特征值之

积
,

所 以可用求特征值的办法计算行列式
.

先设 入

是 A 的特征值
,

毛是 入的特征 向量
,

那 么 A毛
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,

于是 A 飞
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,
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,
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2 矩阵是求线性方程组的解和判别解的情况的

最佳工具
‘

首先
,

线性方程组可以用矩阵表示为 A X =b
,

这种表示形式十分方便
.

其次
,

解线性方程组的基

本方法是消元法
,

消元法的本质就是对线性方程

组的增广矩阵进行初等变换
.

最后
,

用矩阵的秩能

刻 画线性方 程组 解 的情况
,

当系数矩阵 的秩

(硼叻 )与增广矩阵的秩(二dB )不相等时
,

线性方

程组无解 ; 当二kA
= 翩族召时

,

线性方程组有解
,

如果 佃
I
kA

二
佃永召还等于未知量的个数

,

那么线

性方程组有唯一解
,

如果
a n l

kA 邵
u l《lB 小于未知

量的个数
,

那么线性方程组有无穷多个解
.

这些结

论足以说明
,

矩阵是研究线性方程组的最佳工具
.

3 对称矩阵是二次型的简化形式

由于二次型与对称矩阵之间是一一对应关

、
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系
,

二次型的化简实质上也是对称矩阵的合同变

换
,

而且二次型有什么概念和结论(例如正定
、

惯

性指标等 )
,

对称矩阵也有相应 的概念和结论
,

所

以研究二次型本质上就是研究对称矩阵
,

也就是

说
,

二次型可以简化对称矩阵
.

4 矩阵组成线性空间的一个特例
,

也成为线性空

间的研究工具

一方面
,

数域 尸上的全体 m x n 矩阵组成一

个线性空间 了加胡
,

为线性空间提供一个重要实例
.

另一方面
,

矩阵能准确地表达有限维线性空间的

两组基之间的关系和同一 向量关于不同基的坐

标
,

利用矩阵的可逆性还可以判断向量的线性相

关性和向量组的等价性
,

所 以
,

矩阵是研究线性

空间的重要工具
.

5 矩阵是线性变换的化身

由于在取定了 n 维线空间 V 的基之后
, : 的

线性变换与 n 阶矩阵之间是一一对应关系
,

且线

性变换的运算与矩阵的运算也保持一致
,

也就是

说
,

线性变换与矩阵是两个同构的代数系统
,

所

以在代数意义下
,

矩阵与线性 变换没有本质区

别
.

例如
,

用线性变换作用于一个向量
,

就相当于

用矩阵乘以该向量的坐标
,

线性变换的特征值也

就是矩阵的特征值
,

线性变换 的对角化也就是矩

阵的对角化
.

因此
,

我们可以形象地说
,

矩阵就是

线性变换的化身
.

6 正定矩阵
、

正交矩阵对称矩阵很好地刻画了欧

氏空间

一方面
,

在有限维欧氏空间中
,

每组基
。1 ,

。2 ,

⋯。 。

都对应着一个度量矩阵
,

且度量矩阵是

正定 的
.

反过来
,

也可 以用矩阵的性质来判别欧

氏空间的基
,

具体地说
,

由矩阵是否正定可 以判

别向量组是否为基
,

由矩阵是否为对角阵判别向
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最组是否为正交基
,

由矩阵是否为单位阵还可以

判别向量组是否为标准正交基
.

另一方面
,

由于欧氏空间中两个标准正交基

之间的过渡矩阵是正交矩阵
,

所以用正交矩阵能

刻划欧氏空间两个标准正交基之间的关系
.

更重

要的是
,

欧氏空间上的线性变换 。 是正交 (对称 )

变换当且仅当 a 关于标准正交基的矩 阵是正交

(对称 )矩阵
,

这就是说
,

正交矩阵和对称矩阵分

别刻划了欧氏空间中的正交变换和对称变换
.

以上论述说明
,

矩阵作为线性代数中的重要工

具
,

已渗透到其它各章内容之中
,

并成为行列式
、

线

性方程组
、

线性空间
、

欧氏空间和二次型的纽带
,

把

线性代数各个章节贯串成为一个整体 (如下图)
.

在学习线性代数的过程中
,

应注意以下三

点
:

第一
,

初学矩阵这章内容时
,

要深刻理解矩阵

的逆和秩的概念及性质
,

熟练掌握矩阵的运算
,

特别是分块矩阵的计算技巧
,

并多作一 些课外习

题
,

为学好线性代数的其它内容打好基础
.

第二
,

由于矩阵的其它知识 (如正定
、

相似
、

特征值等 )

还分散在其它章节中
,

在学习过程中
,

要及时汇

总矩阵知识
,

以保证对矩阵知识有一个全面系统

的理解
.

第三
,

要特别重视矩阵与线性变换和二

交型等知识的相互作用
.

也就是说
,

要利用矩阵

知识解决线性变换和二次型中的问题
,

也要利用

线性变换和二交型知识来解决矩阵的问题
.
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