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陕西师范大学学士学位论文

伴随矩阵的性质及其应用 

作  者  单  位     数学与信息科学学院     
伴随矩阵的性质及其应用
摘  要: 本文首先采用了分析、归纳和比较的方法对一般伴随矩阵的性质进行了全面地阐述与总结；然后对特殊的伴随矩阵——自伴随矩阵的性质进行了研究与发掘；接着用“等价分类”的思想对
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阶实对称自伴随矩阵进行了分类；最后指出了伴随矩阵的性质在硕士研究生考试命题中的应用．

关键词: 伴随矩阵;自伴随矩阵; 伴随矩阵的性质
The qualities and applications of the Adjoint Matrix

LI Xing-feng

(Class 2,Grade 2006,College of Mathematics and Information Science)

Advisor: Lecturer YANG Xiao-li

Abstract: In this dissertation, the methods of analysis, induction and comparison are firstly employed to elaborate on the qualities of the general adjoint matrix comprehensively and systematically, secondly the qualities of a kind of special matrix, i.e., self-adjoint matrix, are explored, then the technique of equivalence classification is used to classify the 
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order real symmetric self-adjoint matrix. Finally, the applications of the adjoint matrix and its qualities in the postgraduate examinations are indicated. 
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    在高等数学中，矩阵扮演了及其重要的角色．例如，在求解线性方程组解的过程中，人们利用矩阵不仅可以简洁明了地表示原先大型复杂的线性方程组，而且根据矩阵的性质还可以方便地判断线性方程组解的情况，甚至还可以用矩阵来表示出线性方程组的解．

伴随矩阵是人们在研究逆矩阵时引入的，利用伴随矩阵我们可以得到原矩阵的逆矩阵．而且通过对伴随矩阵的性质的研究
[image: image3.wmf][2,4,6]

，人们不难发现它与原矩阵之间存在许多相似之处
[image: image4.wmf][5]

．例如，由原矩阵的可逆性易得到所对应的伴随矩阵的可逆性，两个矩阵之间的等价、相似、合同等关系也可以被它们所对应的伴随矩阵很好的复制过去，从而通过对伴随矩阵性质的研究可以推测原矩阵的性质．

另外，在近几年的数学类硕士研究生招生考试中
[image: image5.wmf][3,7,9]

，有关伴随矩阵的题目也经常出现．如果考生能够了解一些有关伴随矩阵的性质，那么对他们的解题无疑会有巨大的帮助．因而，对伴随矩阵性质及其应用的研究具有重要的理论意义和应用价值．

本文首先将简单介绍伴随矩阵的定义及表示法；然后将系统论证一般伴随矩阵所拥有的共同性质，主要分为两类：其一是关于单个伴随矩阵的性质，其二是关于两个及其以上的伴随矩阵之间关系的性质；接着将对一类特殊伴随矩阵——自伴随矩阵进行研究，并成功对其分类；最后我们将结合实例指出伴随矩阵在研究生入学考试命题中所处重要的地位．
1　伴随矩阵的定义及其表示
1.1　伴随矩阵的定义

定义1.1.1
[image: image6.wmf][

]
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　设
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中元素
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的代数余子式，矩阵
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称为
[image: image11.wmf]A

的伴随矩阵．

1.2　伴随矩阵的表示

本文用
[image: image12.wmf]*

A

表示矩阵
[image: image13.wmf]A

的伴随矩阵．

2　伴随矩阵的性质及其证明

   伴随矩阵拥有许多较好的性质，本文以伴随矩阵为研究对象，主要介绍一般伴随矩阵所共同拥有的性质及特殊伴随矩阵——自伴随矩阵所特有的性质．此外还对实对称自伴随矩阵进行了分类．
2.1　一般伴随矩阵性质的“共性”

   一般伴随矩阵具有丰富的性质，文中以性质涉及的伴随矩阵的个数入手，将“共性”分为两类，一类是单个伴随矩阵所有的性质，另一类是两个伴随矩阵传递两个原矩阵之间关系的性质．    

2.1.1　伴随矩阵的自身性质

性质2.1.1　
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证明  不妨设
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由
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A

的定义可知：
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根据矩阵乘法的法则可知，
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因为
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(文中
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代表零矩阵)，所以
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推论2.1.1　若矩阵
[image: image22.wmf]A

可逆，则矩阵
[image: image23.wmf]*

A

可逆．
证明  因为矩阵
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可逆，所以
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，又由性质2.1.1可得：
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所以矩阵
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推论2.1.2　若矩阵
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可逆，则
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根据推论1的证明，我们又可以得到伴随矩阵的另一个重要性质：

性质2.1.2　如果矩阵
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证明见推论2.1.1．

性质2.1.3　若矩阵
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为可逆矩阵，则
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证明  因为
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推论2.1.3　
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性质2.1.4　
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证明  不妨设
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从而有
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又因为
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所以
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性质2.1.5　
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证明  因为
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性质2.1.6　如果矩阵
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性质2.1.7　若矩阵
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证明  因为


[image: image60.wmf](

)

(

)

E

A

A

A

*

*

*

*

=

，

由性质2.1.2可知


[image: image61.wmf]1

-

*

=

n

A

A

，

所以


[image: image62.wmf](

)

(

)

E

A

A

A

n

1

-

*

*

*

=

．

两边同乘以
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性质2.1.8　若矩阵
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证明  当
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又因为
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综上可得
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2.1.2　伴随矩阵性质的传递性
前面阐述了单个伴随矩阵所具有的性质，下面主要讨论两个伴随矩阵之间关系的性质．

性质2.1.9　如果
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又因为
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性质2.1.10　如果
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证明　假设
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可逆，可知
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由性质2.1.10，可得到以下推论：

推论2.1.4　若
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又因为
[image: image132.wmf]*

C

必为实矩阵，所以
[image: image133.wmf]*

A

是半正定矩阵．

性质2.1.11　如果矩阵
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证明  因为矩阵
[image: image138.wmf]A

与矩阵
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等价，所以不妨设矩阵
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为可逆矩阵，且满足：
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与矩阵
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等价．

2.2　特殊伴随矩阵性质的“个性”
前文论述了一般伴随矩阵所拥有的“共性”，下面主要研究实对称自伴随矩阵的一些性质．

2.2.1　自伴随矩阵性质的“个性”
下面，本文将以自伴随矩阵作为特殊伴随矩阵进行研究，证明其所拥有的性质．
定义2.2.1　若矩阵
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根据定义可以验证单位矩阵和零矩阵都是自伴随矩阵．

自伴随矩阵还具有以下性质：

性质2.2.1　两自伴随矩阵的乘积为自伴随矩阵的充要条件为两矩阵可交换．

证明  不妨设
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反过来，若
[image: image153.wmf]B

A

,

为自伴随矩阵，且
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即
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性质2.2.2　若
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证明  由一般伴随矩阵的性质可知：如果矩阵
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又因为
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推论2.2.1　行列式为1的方阵为自伴随矩阵的充要条件为
[image: image167.wmf]A

为自逆矩阵．

证明  必要性：若
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性质2.2.3　若
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性质2.2.4　若矩阵
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证明  因为
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因此
[image: image197.wmf]B

是自伴随矩阵．

推论2.2.2　
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为自伴随矩阵，
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证明  因为
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利用性质2.2.4可知
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为自伴随矩阵．

推论2.2.3　一个阶数大于2的非零实对称自伴随矩阵，其行列式值必为1．
证明  因为
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若
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如果阶数
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如果阶数
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这就是说当阶数
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因为任意的实对称矩阵都可以与对应的对角矩阵合同，且那个可逆矩阵为正交矩阵，所以利用推论2.2.4可知，若实对称矩阵是自伴随的，则对应的对角阵也是自伴随的，即需要对角矩阵的行列式值为1．

2.2.2　实对称自伴随矩阵的分类
下面是利用合同关系给阶数
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的实对称自伴随矩阵进行分类：

(1)  三阶实对称自伴随矩阵只有两类，分别与
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合同．

证明  设实对称矩阵
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与之对应的对角矩阵为
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因为
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即
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是合同关系，所以设任意一个三阶对角自伴随矩阵必与下面两个矩阵中的其中一个合同．
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即三阶对角自伴随矩阵只有这两种情况，因而所有的3阶实对称自伴随矩阵就只能是与这两个矩阵合同．

(2)  四阶实对称自伴随矩阵只有三类．

证明　用类似与上面的方法可以得到：四阶实对称自伴随矩阵分别是与
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合同的．

(3)  当阶数
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时，所有偶数阶实对称自伴随矩阵有
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种情况，所有奇数阶实对称自伴随矩阵有
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证明　设实对称自伴随矩阵为：
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与之对应的对角矩阵为
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因为
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因为
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个数的对角阵是相似（各阶行列式因子相同），所以大于2的偶数阶对角自伴随矩阵只有
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种情况，因而所有的大于2的偶数阶阶实对称自伴随矩阵就只能有
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当
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3　伴随矩阵性质的应用

由于伴随矩阵具有良好的性质，因此无论是在数学类还是工学类、经济类的研究生升学考试中其所占分值都较大．

1987—2003年间全国硕士研究生考试数学(工学类和经济类)命题中伴随矩阵

[image: image338]  所占矩阵部分的分值百分比

	

	数学一
	数学二
	数学三
	数学四

	平均=16.75%
	20%
	7.1%
	23.2%
	16.8%


注：1.数学二中伴随矩阵所占矩阵的分值百分比只统计了1997年—2003年，其余为1987年—2003年．

2.此处伴随矩阵所占百分比不包括用伴随矩阵求可逆矩阵逆矩阵的情况．

分析上表可以发现，伴随矩阵在考试中处于重要地位，主要原因是它可以和其它很多知识点之间建立关系．不仅可以和矩阵的逆、转置、运算规则，还可以和矩阵的分块、秩等有密切联系．而且对研究生入学考试中有关伴随矩阵的题目进行统计分类可以发现，其中考察其性质占多数，主要有性质2.1.2、性质2.1.6和性质2.1.8等．如果我们的考研同学可以对伴随矩阵有所深入的了解，那对他们解决这类问题无疑会有巨大的帮助．

现摘入少许类型的历年真题，以供参考．

3.1  关于伴随矩阵的运算
例3.1.1　设
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又由性质2.1.2可知，
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例3.1.2　设三阶方阵
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其实，像这种简单的应用伴随矩阵性质运算求解的题目还有好多，只要我们能抓住矩阵运算的一般法则，并灵活应用伴随有关性质即可．

3.2  伴随矩阵与矩阵分块
例3.2.1　设
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分析：


[image: image295.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

=

*

*

-

-

-

-

-

-

*

B

A

O

O

A

B

B

O

O

A

B

A

B

O

O

A

B

O

O

A

B

O

O

A

B

O

O

A

C

C

C

1

1

1

1

1

1

．

所以选
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例3.2.2　设
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的伴随矩阵为:               
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分析：类似例3.2.1的分析可知，
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所以选
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例3.2.3　设
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则
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例3.2.4　可以证明对一切
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证明　对于
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伴随矩阵是一类特殊的矩阵，它具有很多优良的性质．本文首先系统地阐述和证明了一般伴随矩阵性质的“共性”，接着在此基础上讨论了一类特殊的伴随矩阵——实对称自伴随矩阵的性质，并根据性质对其分类，最后指出伴随矩阵性质的广泛应用．

伴随矩阵较早为人们所关注，因而对它性质的研究也较为全面，特别是一般伴随矩阵性质的“共性”的研究．但是对于特殊的伴随矩阵，比如自伴随矩阵性质的研究较为缺乏，本文在受到王航平老师的《伴随矩阵的若干性质》中有关自伴随矩阵性质的启发，并结合实对称矩阵的独特性，对实对称自伴随矩阵的性质进行了初步挖掘，并利用发现的结论对实对称自伴随矩阵进行分类．

由于本人水平有限，对于自伴随的性质也只是初步发掘，更多的性质有待我们去发现；对于一般伴随矩阵的其他性质以及其他特殊的自伴随矩阵(例如实幂等自伴矩阵等)也有许多性质有待进一步研究．
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