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　　摘　要: 矩阵理论是数学发展中的重要分支, 在线性代数中居于核心地位,本文从矩阵与线性

代数的联系、矩阵自身的发展及矩阵的应用三个方面来论述矩阵的地位,对于学习线性代数具有

一定的指导性.
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1　引言
自 1812年柯西引入矩阵概念以来, 矩阵理论已

成为数学发展中的一个重要分支,既是学习经典数

学的基础, 又是一门最有实用价值的数学理论 ,并且

已成为现代科技领域处理大量有限维空间形式与数

量关系的强有力的工具. 《线性代数》作为高等院校

理工科学生必修的一门科目, 基本内容包括: 行列

式、矩阵、线性方程组、二次型、线性空间、线性变换、

欧式空间等理论, 而矩阵在线性代数中处于核心地

位. 下面将从矩阵与线性代数的联系、矩阵自身发展

以及矩阵的应用来论述矩阵的核心地位[ 1- 5] .

1. 1　矩阵的基本概念
为了论述方便, 引入以下定义及引理:

1. 1. 1 定义　设 S 是一个集合, 由 S 中 mn 个元素所

排成的 m 行 n 列的表:

a11　a12　⋯　a1n

a21　a22　⋯　a2n

an1　an2　⋯　ann

称为 S 上的 mn 矩阵, 简称 m×n 矩阵, 记为

( ai j) m×n , 常用 A, B, C⋯大写字母表示一个矩阵, S

上所有 m×n 阶矩阵作成的集合记为 M m×n ( S) , 若

m= n 时, M m×n( S) , 简记为 M n ( S) ,以下主要讨论定

义在数域 F 上的 m×n 阶矩阵. 通常 M n( F )在矩阵

加法、数乘、乘法运算下, 既是一个线性空间, 又是一

个环,即 M n( F)成为一个代数. 若 F= C 时, 取定: D

= dia( d i,⋯, dn)

且 d i> 0( i= 1, 2,⋯⋯n) , 作映射 � : M ( C)×M ( C)

→C,使 � ( A , B) = T r ( DA HB) , 这时 M n( C)就成为

一个酉空间; 若 F= R, 则 M n ( R)就是一个欧氏空

间, 其中 AH 表示矩阵 A 的共轭转置.

1. 1. 2　基本引理

引理 1[ 6- 7]M m×n( F) 中任一矩阵经过初等行变

换与一个阶梯形矩阵等价.

引理 2[6- 7]等价矩阵有相同的秩.

引理 3[ 6- 7]任一个对称矩阵都与一个对角矩阵

合同.

引理 4[ 6- 7]任一个矩阵都与一个若当标准形相

似.

2　矩阵与线性代数的联系
2. 1　矩阵与行列式的联系

行列式是线性代数的一个重要工具,人们在定

义 n 阶行列式时,通常有两种方法: 一种是用处于不

同行不同列的数之积的代数和, 另一种方法是用递

归公式将 n 阶行列式表示为( n- 1)阶行列式求和来

定义 n 阶行列式.

实际上 n 阶行列式是 n 阶方阵集合到数域上的

一个映射, 让一个方阵与唯一的一个数对应. 本文以

矩阵为工具, 采用公理化的定义,可以更加深刻理解

矩阵与行列式的联系, 可使行列式的性质变得简便,

更容易记忆和应用.

2. 1. 1 定义　设 F 是数域, f是 M n( F )到 F 的一个映

射, 若 f满足:

( 1) f ( AB) = f( A ) f ( B) , �A, B∈M n ( F ) ;

( 2) f ( A T= ( A ) ,其中, A T 为 A 的转置.

( 3)当 A 为 n 阶上三角阵,

即 A=

a11　a12　⋯　a1n

0　 a22　⋯　a2n

⋯　⋯　⋯　⋯

0　　0　⋯　aan

时,

f( A) = �
n

i= 1
aii, 这时称 f是定义在 M n ( F )上 n 阶

行列式函数.

( 4)如果 n∈N, n 阶行列式函数 f 存在且唯一,

那么对于 n 阶方阵 A, f( A )称为 A 的行列式, 记为
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det ( A ) .

2. 1. 2 推论( 1) det

a11　0　 ⋯　 0

a21　a22　⋯　 0

⋯　⋯　 ⋯　⋯

an1　an2　⋯　ann

= ∏
n

i= 1
ai i

( 2)对 n 阶初等矩阵 P( i( c) ) , P ( i, j( k) ) , P ( i, j)

有 detP( i( c) ) = c, detP ( i, j( k) ) = 1, detP ( i, j) = - 1

( 由于 P ( i, j) = P ( j, i( - 1) ) P ( i, j( 1) ) P ( j, i( - 1) ) P

( i( - 1) ) )

根据矩阵乘积与初等变换的关系, 易证 n 阶行

列式函数具有如下性质:

( i)调换两行的位置,行列式反号;

( ii)以一数乘行列式某一行相当于用这个数乘

以此行列式;

( iii)把行列式的某一行的倍数加到另一行, 行

列式不变;

而这些正是一般 n 阶行列式满足的基本性

质[ 7] , 若用行列式公理化理解行列式性质, 既准确,

且易于学生接受.

2. 2　矩阵与线性方程组的联系

解一个 n 元线性方程组

a11x 1+ 　a12x 2　+ ⋯+ a1nx n　= 　b1

a21x 1+ 　a22x 2　+ ⋯+ a2nx n　= 　b2

⋯⋯⋯　　　　⋯⋯⋯　　

am1x 1+ 　am2x 2　+ ⋯+ amnx n　= 　bm

( 1)

实质上就是对矩阵进行初等行变换 ,

即增广矩阵

a11　a12　⋯⋯　a1n　b1

a21　a22　⋯⋯　a2n　b2

⋯⋯　　⋯⋯　　　

am1　am2　⋯⋯　a mn　bm
经过初等行变化为阶梯形矩阵

c11　c12　⋯　c1r　⋯　c1n　d1

c21　c22　⋯　c2r　⋯　c2n　d2

⋯⋯

0　　0　⋯　crr　⋯　crn　d r

0　　0　⋯　0　 ⋯　0　dr+ 1

0　　0　⋯　0　 ⋯　0　　0

0　　0　⋯　0　 ⋯　0　　0

其中 cii≠0, ( i= 1, 2,⋯⋯r ) ,来判断方程组是否

有解:

( 1)当 dr+ 1≠0时, 方程组无解 ;

( 2)当d r+ 1= 0 时,方程组有解,这样只要知道引

理 1, 我们就会有信心按照一定的程序求解方程组

的一般解[ 7- 10] .

2. 3　矩阵与线性空间的联系
2. 3. 1　线性空间的定义[7]

2. 3. 2　在 n 维线性空间 V 中取一组基 �1, �2, ⋯⋯
�n ,并且作映射 � : V→M 1×n( F) ,使 � ( a ) = ( a 1,⋯⋯

an)其中 a= a1�1+ a2�2+ ⋯⋯+ an�n , aGv 在这种情况
下, � 既是双射, 又保持线性运算, 即 V 与 M 1×n ( F )

同构, 从而可将 n 维线形空间的研究完全转化矩阵

M 1×n( F)的研究,即直观明了 ,又体现了数学美.

2. 4　矩阵与线性变换的联系
2. 4. 1 定义　线性空间 V 的一个变换 f称为线性变

换, 如果对于 V 中任意元素 �、�和数域 p 的任意数

k,都有:

f( �+ �) = f( �) + f( �) :
f( k�) = kf(�) ;
2. 4. 2 把 n 维线性空间 V 上的所有线性变换组

成的集合记为 L ( V ) , 作映射 � : L ( V )→M n ( F ) � ( f)
= A (任意 f∈L ( V ) ) ;

其中 A 是线性变换 f 在基 �1, �2, ⋯⋯�下 的矩
阵. 显然可知 � 保持线性运算, 乘法、保逆运算, 即
L ( V )同构于 M n ( F ) [ 6- 7] ,从而将 L ( V )的研究完全

转化为对 M n( F )的研究, 如线性变换的特征值问题,

线性变换在同一组基下的矩阵的问题又转化为矩阵

相似问题; 线性变换的对角化问题转化为矩阵与对

角形的相似, 从而可以使学生更深刻、更系统的理解

线性变换.

2. 5　矩阵与二次型的联系
2. 5. 1定义　设 S 是一个集合,取定 x i∈S ( i= 1, 2,

⋯⋯ n) 元素, A= ( aij ) nxm∈M n ( F ) , 则称 f ( x 1, x 2,

⋯⋯, xn ) = X TAX 为数域 F 上的 n 元二次齐次多项

式, 简称二次型, 其中 X= ( x 1, x 2, ⋯⋯, xn )
T 注意二

次型 X TAX 并不能由 A 唯一决定, 但若将 A 对称

化, 即令 B= 1/ 2( A+ A T ) , 则 XTAX= X TBX ,即二次

型 XTAX 对应唯一的对称阵. 因此定义二次型

XTAX 矩阵为对称矩阵 1/ 2( A+ AT ) , 即二次型的矩

阵为对称;

一般若 f ( x 1, x 2⋯⋯, x n) = �
n

1≤i< j≤n
ai jx ixj ( 2)为 F

上的一个二次型, 令 b ii= aii, b i j=
1
2
aij, bj i= bi j( j> i) ,

显然有 f( x 1, x 2⋯⋯, x n ) = �
n

1< i< j< n
aijx ixj= X TBX ,其中

B= ( b ij) nxn,

总之对二次型引入矩阵以后, 一个 n 元二次型

可表示为 f ( X ) = X TBX ,其中 B= BT , X= ( x 1, x2 ,⋯

x n) T ,

即矩阵 B=

b11　b12　　⋯　b1n

b21　b22　　⋯　b2n

⋯　⋯　　 ⋯　⋯

bn1　bn2　　⋯　bnn
即二次型完全可用对称矩阵的形式表示, 唯一

表示, 而且二次型在线性替换前后, 矩阵是合同的,

从而将一个二次型标准化的问题转化为对称矩阵与

一个对角矩阵合同的问题, 由引理 3 可知, 任意一个

二次型可化为标准形.

一般化二次型为标准形, 许多同学往往用配方

法. 我认为这种方法比较复杂,不如用矩阵法(公式

法、初等变换法)化二次型为标准型,既简单明了,又

便于掌握. 如用初等变换法化二 次型 f( X) = XTBX ,

其中 B= BT ,为标准型,
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即对
B

E
同时施行行列变换, 将其化为

D

C
即 C 为

所作的替换矩阵, D为标准形对应的的对角矩阵.

2. 6　矩阵与欧氏空间的联系
2. 6. 1 定义　设 V 是实数域 R 上的线性空间, V 上

定义了一个二元实函数, 称为内积, 记作( a、�) ,它具
有以下性质:

1) ( a、�) = ( �、a) ;
2) ( Ka、�) = K ( a、�) ;
3) ( a+ �、�) = ( a、�) + ( �、�)
4) ( a、a)≥0, 当且仅当 a= 0 时, ( a、a) = 0;

这是 a、�、�是 V 中的任意向量, K 是任意实数,

这样的线性空间 V 称为欧几里德空间.

2. 6. 2　设 V 为实数域上的任一个 n 欧氏空间 V,

若 � 是 V 上的内积, 则可以在 M 1×n ( R )上定义 �
( x , y ) = � ( �, �) , 对任意 x= ( x 1, x 2, ⋯, xn ) , y= ( y 1,

y2 ,⋯, yn ) , 其中 �= x 1�1+ x 2�2+ ⋯+ x n�n, �= y1�1+
y2�2+ ⋯+ y n�n , �1, �2,⋯�n 为 V 的一组标准正交基.

从而 � 是 M 1×n ( R )上的内积, 且这两个空间同构,

即欧氏空间与 M 1×n ( R )同构, 因此在内积 T r ( x Hy )

下, 我们只研究 M 1×n( R ) , 从而将一般将欧氏空间的

研究转化为欧氏空间 M 1×n( R )或 M n×n ( R )的研究,

故只在 M 1×n ( R )上对研究施密特正交化方法、正交

变换、对称变换, 并可以将结果推到一般的欧氏空

间.

可见线性代数是以矩阵为主线, 只要掌握了矩

阵的基本概念、基本性质,可将行列式、线性方程组、

二次型、线性空间、线性变换及欧氏空间有机联系起

来, 形成一个系统体系,从而更易于学生掌握.

3　矩阵自身发展

3. 1　矩阵代数结构丰富

线性空间( m≠n)
m= n

乘积
代数

内积
度量空间 (包

括欧氏空间、酉空间)
范数
拓扑空间.

3. 2　矩阵运算规则灵活
在矩阵上可定义加法、数乘、乘法、转置、广义

逆、Hadamard 积、张量积等各种运算, 且满足不同的

运算规则,如矩阵具有交换律(加法) 结合律 (加

法、乘法) 分配律(乘法对加法) , 但其乘法不具

有消去律, 且不适合交换律, 因此,矩阵既有与数相

同的性质又有自身的特性,在学习中要深刻理解与

数的不同, 这样我们可以通过对比理解其运算规则.

3. 3　矩阵的内容充实
矩阵包括矩阵标准形、矩阵范数、矩阵特征值估

计、矩阵分解、矩阵扰动、广义逆矩阵、矩阵数值域内

容. 矩阵不仅在理论有用, 而且在实践中有一定价

值.

3. 4　阵的种类多样

矩阵包括: 单位矩阵、初等矩阵、对称矩阵、Her-

mitian 矩阵、酉矩阵、半正定矩阵、正规矩阵、稳定矩

阵、M—矩阵、P—矩 、非负矩阵等, 它们都来自对控

制问题、稳定问题、经济问题等实际问题的研究.

毫无疑问 ,矩阵的发展对线性代数的发展具有

指导作用.

4　矩阵在应用领域的作用
矩阵在理论领域中固然处于核心地位, 在应用

领域中的作用也很重要. 矩阵的应用是非常广泛的,

我们在日常生活中无意识的应用着矩阵,像旅程时

间表、学校用的课表,以及其他与行列有关的图表;

在科技飞速发展的今天, 矩阵在其他学科中有着重

要的作用, 如物理学、生态学、社会学、信息科学、计

算机编程、控制论、统筹学等, 在经济领域和交通部

门都有着重要的用途.

综上所述, 我们从矩阵与线性代数的联系、矩阵

自身发展及它的应用三方面进行了论述,充分体现

了矩阵的突出地位. 因此, 我们在学习线性代数时,

要认真把握矩阵的基本性质及运算规则.总之,矩阵

是从生产实践和科学技术问题中的抽象出来的一个

数学概念, 它在线性代数中既是最基本的研究对象

又是最重要的研究工具, 贯穿于线性代数的各个方

面, 在线性代数中处于核心地位,而且为今后深入学

习打下了良好基础.
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