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摘要：Gauss消元法及其改进形式是解线性方程组非常有效并且常用的方法，它具有有限的运算次数和稳定的运算效果，这很容易在计算机上通过编写程序进行实现。现实中有很多问题都能归结为解线性方程组的问题，而Gauss消元法在解线性方程组方面很有效。因此，本文着重介绍Gauss消元法及其主元消元法的一般原理和它们各自的特点，并分别用代数法和矩阵法进行了描述。在此基础上给出了算法设计，还用MATLAB编写了程序代码。最后，文章试图利用Gauss消元法进行Gram_Schmidt正交化，并给出了其方法运用的合理性解释。
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Abstract：Gaussian elimination and its improved form are extremely effective and commonly used methods for solving the systems of linear equations, it have limited operation times and the stable operation result, and it is very easily to take into practice on the computer through the compilation procedure. In the reality lots of problems can be resolved into the problem of solving the  systems of linear equations, but Gaussian elimination is very effective in solving the systems of linear equations. Therefore, this article introduces emphatically the general principle of Gauss elimination and its principal element elimination and their characterisric, gives a description with algebra and matrix method respectively. On this foundation, I introduce the algorithm designing and compiles the procedure code with the MATLAB. Finally, the article is to make use of Gaussian elimination to carry on Gram_Schmidt orthogonalization and gives a rationality explanation of the method.
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0 引言

Gauss消元法是一种古老的求解线形代数方程组的直接法，但通过改进、变形得到的如选主元消元法、三角分解法等，仍然是目前计算机上解低阶稠密矩阵方程组的常用有效方法。本文将着重对Gauss消元法及其主元消元法进行详细的分析，通过对其运用条件和特色的阐述，对使用此法准确、高效的求解线性方程组有所帮助。下面我们就具体分析一下它的实现过程。
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（1－1）
其中系数
[image: image3.wmf](,1,2,,)

ij

aijn

=

L

和右端项
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均为实数，且
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不全为零，方程组（1－1）可简记为矩阵形式
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此时
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方阵，
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维列向量。
1 Gauss顺序消元法

1.1 算法原理
记
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。由此可将方程组（1－2）改为增广矩阵形式
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（1）消元过程
第一步，设
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即
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第二步，设
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即，
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第
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步，若第
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（1－3）
完成第
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次消元，得
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只要
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，消元过程就可以进行下去，直到经过
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次消元后，消元过程便告结束，得
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这样就得到一个与原方程组等价的上三角形方程组。

（2）回代过程

只要
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就可以回代求解：
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（1－4）
称（1－4）的求解过程为回代求解。


1.2 算法实现（MATLAB）
function x=nagauss(a,b,flag)
if nargin<3,flag=0;end
n=length(b);a=[a,b];
for k=1:(n-1)    



a((k+1):n,(k+1):(n+1))=a((k+1):n,(k+1):(n+1))-a((k+1):n,k)/a(k,k)*a(k,(k+1):(n+1));
    a((k+1):n,k)=zeros(n-k,1);
    if flag==0,a,end
end
x=zeros(n,1);
x(n)=a(n,(n+1))/a(n,n);
for k=n-1:-1:1
    x(k,:)=(a(k,n+1)-a(k,(k+1):n)*x((k+1):n))/a(k,k);
end

1.3 Gauss顺序消元法的条件

注意在Gauss顺序消元过程中，要求
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，回代过程中则进一步要求
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；若要回代过程也能完成，还应加上条件
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定理1.1  主元素
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的充要条件是矩阵
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的顺序主子式
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证明：利用数学归纳法进行证明。


充分性 当
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假设
[image: image61.wmf]1

ik

=-

时结论也成立，则Gauss顺序消元法可完成前
[image: image62.wmf]1

k

-

步，相应的矩阵
[image: image63.wmf](1)

A

变为
[image: image64.wmf]()

k

A

，即 




[image: image65.wmf](1)(1)(1)

(1)

1211

11

(2)(2)(2)

2222

(1)()

()()

()()

,

kn

kn

k

kk

kkkn

kk

nknn

aaa

a

aaa

AA

aa

aa

æö

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

®=

ç÷

ç÷

ç÷

ç÷

èø

LL

LL

OMLM

L

MM

L


所以
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（1－5）

因为
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必要性 由假设
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则由（1－5）式可得
[image: image71.wmf]0(1,2,,),

i

Dik

¹=

L

即必要性结论成立。

1.4  Gauss顺序消元法的计算量分析
①消元过程计算量：第一步计算乘子
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共需要
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次加减法运算，以下依次类推。就可以得到消元过程所需的

乘除法次数为：
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加减法次数为：
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② 计算
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乘除法次数：
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加减法次数：
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③回代过程计算量：求
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乘除法次数：
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加减法次数：
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由于计算机实现过程中大部分运算时间用于乘除法运算，故这里只记乘除法运算次数，省略加减法次数，则总的运算次数为：
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例1.1 用Gauss顺序消元法求解下列线性方程组：
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解：用MATLAB求解上面的线性方程组，可在命令窗口执行：

>> A=[3 -2 5.3 -2.1 1； 1 4 -6 4.5 -6；3 6 -7.3 -9 3.4；-2 -3 1 -4 6；1 -4 6.5 1 -3]；b=[28.3；-36.2；24.5；16.2；4.3]；

>> x=nagauss(A,b)
可得结果如下：
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可以看出通过计算机编程求解低阶线性方程组是很方便和有效的。
2 Gauss顺序消元法的局限性
对于上面所叙述的简单形式的Gauss算法在实际运算是可能会令人不太满意，因为它对事实上很容易求解的方程组会失败。为说明这种看法，我们有必要对此进行分析。

2.1 零主元问题

现在我们可以先考察这样一个例子：
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因为无法把第一个方程的倍数加到第二个方程使第二个方程中
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的系数为0，所以Gauss顺序消元法在这里是失败的。


通过上述用Gauss顺序消元法求解线性方程组的过程可以看出，为了是计算能够进行下去，必须保证所有的主元
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非奇异，由Gramer法则可知，方程组（1－1）的解存在唯一。

2.2 小主元问题


在有限精度的计算过程中，我们不仅要避免零主元，还要注意小主元，以防止误差的过度增长。在下面的例子可以看出，运用顺序消元法同样遇到了困难。

在只取小数点后四位数字的条件下，用Gauss顺序消元法解下列方程组：
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为主元，第二个方程减去第一个方程乘上
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由第二个等价方程得，
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然而该方程组的准确解为
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[image: image108.wmf]1

x

的近似值为
[image: image109.wmf]1

x

%

，误差为
[image: image110.wmf]1

e

；
[image: image111.wmf]2

x

的近似值为
[image: image112.wmf]2

x

%

，误差为
[image: image113.wmf]2

e

，即
[image: image114.wmf],1,2

iii

xxi

e

=+=

%

。由第一个方程可知




[image: image115.wmf]1122

0.0003()3.0000()2.0001

xx

ee

+++=

%%

，

而





[image: image116.wmf]12

0.00033.00002.0001

xx

+=

%%


因此，


[image: image117.wmf]12

0.00033.00000

ee

+=


于是有


[image: image118.wmf]4

12

10

ee

=


这表明，若
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的误差。也就是说，小主元是算法不稳定的主要原因。
3主元的选取策略
为了克服Gauss顺序消元法中可能出现的零主元和小主元问题，在消元前可以对方程组进行行交换或列交换，选择适合的主元，这就是Gauss选主元的基本思想。选主元Gauss消元法运算分为两类：一类是全选主元消元法，另一类是列选主元消元法。

3.1 列选主元策略

定义3.1 若
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位于交换后的等价方程组的
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位置，然后再实施消元法，这种方法称为列选主元素消元法或部分主元素消元法。

3.1.1 列选主元消元法的矩阵实现过程

设
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步无行交换，则取
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。这时，列主元素消元过程可表示为：
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其中，记
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 。L为单位下三角形矩阵，U为上三角形矩阵。

Gauss列主元消元法的实质：先将方程组（1—1）等价化为方程组：
[image: image139.wmf]PAxPb
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再根据矩阵
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分解，化为易于求解的三角形方程组
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与Gauss顺序消元法相比，Gauss列选主元消元法的计算量仅增加了选主元和行交换过程
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次行交换，所以Gauss列选主元消元法的运算量约为 
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3.1.2 算法原理
（1） 消去过程


对
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② 若
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则停止计算（此时
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（2）回代过程



⑤ 若
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⑥ 对
[image: image161.wmf]1,2,,2,1

inn

=--

L

，






[image: image162.wmf]1

()

n

iiijjii

ji

bbaba

=+

¬-

å

。

3.1.3 算法实现（MATLAB）
设
[image: image163.wmf]()()
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，如果
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，则第
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行与第
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行交换。

function x=nagauss2(a,b,flag)
if nargin<3,flag=0;end
n=length(b);a=[a,b];
for k=1:(n-1)
    [ap,p]=max(abs(a(k:n,k)));p=p+k-1;
    if p>k,
        t=a(k,:);a(k,:)=a(p,:);a(p,:);a(p,:)=t;

end
    



a((k+1):n,(k+1):(n+1))=a((k+1):n,(k+1):(n+1))-a((k+1):n,k)/a(k,k)*a(k,(k+1):(n+1));
    a((k+1):n,k)=zeros(n-k,1);
    if flag==0,a,end
end
x=zeros(n,1);
x(n)=a(n,(n+1))/a(n,n);
for k=n-1:-1:1
    x(k,:)=(a(k,n+1)-a(k,(k+1):n)*x((k+1):n))/a(k,k);
end
3.1.4 列选主元的缺陷及改进
列主元消元法虽然改进了Gauss消元法的一些缺陷，但是在我们运用列主元消元法的时候也遇到了一些困难。如下列方程
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不管用Gauss消元法，还是用列主元素Gauss消元法，结果都是
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得，
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很显然，这是一个错误的解答。其主要原因是方程两边都乘上一个很大的数，使得选主元素变的毫无意义。换句话说，任何一个非零元素（不管其绝对值多么小）乘上一个很大的数后，都有可能被选成主元，这就是问题出错的原因。这么看来在原来的列选主元消元法中选取同列中绝对值大的做主元就没有意义了，我们有必要对主元素的选取作某些改进来克服这方面的困难。

通过对上面的例题的分析可知，造成选主元素变的毫无意义的原因是各行的数的数量级不同，使得在寻找主元时我们所要比较的所有的数在大体上不均衡。如果我们能让让这些数在同一个数量级上进行比较，那么我们的列选主元消元法的困难就迎刃而解了。也就是说，我们只要能使矩阵
[image: image170.wmf]A

的所有行都具有相同的数量级，那么选主元法就有效。如何能解决这一问题呢？达此目的的简单方法是
[image: image171.wmf]A

的每一行元素除以这行当中绝对值最大的元素，当所有的数都在同一个数量级上事，再选取绝对值比较大的那个数所对应的位置上的数作为主元素，同时进行消元就不会出现算法失败的问题了。我们称这种方法为行平衡列选主元消元法。
例3.1 运用行平衡列选主元消元法解下列线性方程组：
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验证中
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是精确解。显然有
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按隐式平衡列选主元
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则可以如下过程解方程
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由此得
[image: image177.wmf]21
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可见结果已经比较精确了。

3.1.5 Gauss列选主元消元法的特点

计算量少，与Gauss顺序消元法相当；变量次序不变；计算精度较高；只要
[image: image178.wmf]det0
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，就一定可以求出方程组的解。由子列选主元消元法具有足够的精确度，它不改变未知量的顺序，程序较为简单，是求解线性方程组数组解的首选方法。
例3.2、用Gauss列选主元消元法求解下列线性方程组：
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解：用MATLAB求解上面的线性方程组，可在命令窗口执行：

>> A=[2  -1  4  -3  1；  -1  1  2  1  3； 4  2  3  3  -1 ；-3  1  3  2  4；1  3  1  4  4]；b=[11 ； 14； 4； 16； 18]；

>> x=nagauss2(A,b)
可得结果如下：
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3.2 全主元策略

定义3.2 若
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为全主元素。经过行交换和列交换
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使得
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位于经交换行和列后的等价方程组中
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的位置，然后再实施消元法，这种方法称为全主元素消元法。
3.2.1 Gauss全主元消元法的矩阵实现过程

在矩阵运算中选主元与行交换可以用左乘对换矩阵
[image: image190.wmf]k
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（当无行交换时，取
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）表示，同样列交换可以用右乘对换矩阵
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（当无列交换时，取
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）表示。这样Gauss全主元消元法的消元过程可用矩阵运算表示如下：
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可将原方程改写为
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3.2.2 算法原理
（1）消元过程

对
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交换未知数排列顺序
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（2） 回代过程



⑤若
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⑦还原未知数排列顺序，对
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注：上述算法中省略了元素上标记号。


实际中解线性方程组通常采用Gauss列选主元消元法，它是一个很有效的算法，且求得的近似解一般能达到预定的精度。与Gauss列选主元消元法比较，Gauss全主元消元法增加了比较矩阵元素绝对值大小的运算量，这样做的结果一般会使消元乘数的绝对值更小，这对抑制误差传播会更有利，因此，使用全主元素法可望得到精度更高的结果。
4 Gram_Schmidt正交化

在运用Gram_Schmidt正交化过程中，我们往往会感到很混乱。如果把我们熟悉的Gauss消元法用在正交化一个已知的向量集合上来，虽然在算法上可能不比现有的算法更可取，但它是简单的。

4.1 一个例子

假定
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设
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最后一个矩阵右边的那些行是正交的，并且这些行的长度的平方出现在矩阵的左边对角线上。读者自己可以发觉这些行恰好是对
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4.2 合理性

设
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其中
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实际上，远不止此。回想一下，由于
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，使得
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其中
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是具有正交列的
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矩阵，
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是在对角线上有正元素的上三角阵。
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的列恰好是从在
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的列上作Gram-Schmidt过程得到的向量。定义
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比较（2）与（3）并定义
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立即得到
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因为
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与
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的对角线上的元素是同样的，即
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的列的长度的平方是
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的对角线元素。因为
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中对角线下面的元素是用Gauss消元把
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时利用的倍数的相反数，所以
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的
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分解无需特别做就可得到。在前述例子中，
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因此，作为用我们的方法在
[image: image293.wmf]A

的列上进行Gram-Schmidt正交化的副产品，有
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我们的过程，即使向量
[image: image295.wmf]12
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不是线性无关的也仍能采用。众所周知，在一个矩阵上作Gauss消元，如果对角线上出现0，而又需要在这个位置上有非零主元时，转换行通常是必要的。不过若矩阵半正定，则作这种转换绝无必要。

从给出的例子我们可以看到运用Gauss消元法再解决正交化问题时是比较方便的，至少对于我们手工计算是方便的。在这里只给读者一个启迪，不在深入的探讨具体的运用过程，并以此突出Gauss消元法的重要性。
结束语

本文主要从算法分析的角度研究了Gauss消元法及其主元消元法的一般原理，给出了各种方法的算法原理，并用MATLAB进行了编程。系统的分析了它们之间的优点和不足，在此基础上进行了一些修正。最后从Gauss消元法的应用出发，对Gram_Schmidt正交化进行了另一角度的分析。
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