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摘要：本文首先根据多项式和矩阵的相关理论，通过引进与多项式相关矩阵的概念，巧妙地将多项式乘法和除法转化为矩阵的运算形式，不但简化了多项式的相关运算，而且也为系统化地研究多项式的相关理论奠定了基础；然后采用矩阵的初等变换，给出了求多项式最大公因式和最小公倍式的一种方法，减少了传统方法的繁杂性；接着在这种方法的基础上，通过引进一种新的变换，得到了求多项式最大公因式和最小公倍式的一种新方法，而且该方法更加简洁和优越；最后综合前面的相关理论，给出了判定一个多项式有无重因式的矩阵方法．
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Using matrix research polynomial
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Advisor:Associate professor REN Fang-guo
Abstract:This thesis firstly introduces some concepts of matrix on polynomial,according to related theories and matrix.It makes polynomial multiplication and division masterly changed into the computing of matrix multiplication.This not only simplifies the operation on polynomial,but also lays a foundation on the study for the polynomial.Then a method of calculating the maximum factor and the least common multiple of polynomial is obtained by using elementary transformation of matrix,overcoming the complication of traditional method.Continuously,on the basis of this method,a new method is received by introducing a new transformation of matrix.This new method is more convenient and concise in pratical calculation.Finally,a method using matrix form to judge a polynomial wether having multiple factor is provided by synthesizing some refered previous theories.
Key words: maximum factor ;least common multiple ; elementary transformation multiple factor;
矩阵一词是西尔维施特于1850年首次定义的数学专用名词.矩阵作为一种工具已被广泛地应用于多个学科理论的研究中，在多项式的相关研究中，它也起着重要的作用.

目前国内外关于利用矩阵研究多项式的相关理论主要集中在多项式相乘的矩阵形式
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 、多项式整除的矩阵形式
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 以及利用矩阵求多项式的最大公因式
[image: image3.wmf][

]

6,7,8

 和最小公倍式
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 .然而缺少用矩阵讨论多项式带余除法的研究，而且利用矩阵讨论多项式的相关方法各有其优点和不足，没有形成一定的系统化和理论.

本文利用多项式和矩阵已有的相关理论，系统地介绍了利用矩阵研究多项式的有关理论和方法.

1　一元多项式的矩阵表示
1.1 一元多项式的定义及运算
1.1.1　一元多项式的定义
定义1.1.1
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上的一元多项式.
在上式中，如果
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上多项式的全体记为
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1.1.2　一元多项式的相关运算
设
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上的两个多项式，下面分别定义多项式的加法和乘法运算.
多项式
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指的是它们对应系数的和为系数的多项式（为了方便期间不妨设
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多项式
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1.2　多项式相乘的矩阵形式
1.2.1　与多项式有关矩阵的定义
定义1.2.1
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显然，每一个多项式都对应一个系数矩阵，确定了多项式的系数矩阵也就确定了对应的多项式.

定义1.2.2　设
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为多项式
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为多项式
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1.2.2　多项式相乘的矩阵运算
设
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，则由多项式乘积的定义和定义1.2.2可得
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用矩阵乘积的运算来得到多项式乘积的方法，比用多项式乘积的定义来得到多项式乘积的方法要简单且不易出错，又有规律可循. 

多项式的乘法满足交换律，即
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定理1.2.1 设
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显然有
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2　多项式相除的矩阵方法
2.1　多项式的整除   
2.1.1　多项式整除的定义
定义2.1.1
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上的多项式
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2.1.2　多项式除法的矩阵形式
设
[image: image92.wmf](

)

1

110

nn

nn

fxaxaxaxa

-

-

=++++

L

，
[image: image93.wmf](

)

1

100

mm

mm

gxbxbxbxb

-

-

=++++

L

，若
[image: image94.wmf](

)

(

)

|

gxfx

，则存在多项式
[image: image95.wmf](

)

1

110

hx

nmnm

nmnm

cxcxcxc

---

---

=++++

L

使得
[image: image96.wmf](

)

(

)

(

)

gh=f

xxx

，用矩阵的形式表示为
[image: image97.wmf]11

nn

GHF

++

×=

%

，即

 
[image: image98.wmf](

)

(

)

m

1

21

23

12

11

12

01

0

11

000

000

00

000

00

000

00

000

0

000

000

00

000

00

000

000

000

m

nm

mm

nm

mm

mlml

mlmlm

mlmlmm

nn

b

c

bb

c

bb

bb

bbb

bbbb

bb

bb

b

-

-

--

--

-+-+

-+-+

--+-

+´+

éù

êú

êú

êú

êú

êú

êú

êú

êú

êú

êú

êú

êú

êú

êú

êú

êú

êú

êú

ëû

64748

L

L

L

MMMMM

MMM

L

L

L

MMMMM

MMM

L

L

L

列

(

)

(

)

(

)

1

1

2

2

1

0

2

1

0

11

11

0

0

0

0

n

n

n

nm

n

n

a

a

a

c

c

c

a

a

a

-

-

--

+´

+´

éù

éù

êú

êú

êú

êú

êú

êú

êú

êú

êú

êú

êú

êú

êú

êú

=*

êú

êú

êú

êú

êú

êú

êú

êú

êú

êú

êú

êú

êú

êú

êú

êú

ëû

ëû

M

M

M

M

M

M

M


定理2.1.1 
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的秩相同.
证明:由于方程组
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分别为该线性方程组的系数矩阵和增广矩阵.由线性方程组有解的充要条件：它的系数矩阵的秩等于增广矩阵的秩，则该定理结论成立.
例2.1.1 已知
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解：构造矩阵
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2.2　多项式的除法  
2.2.1　带余除法
定理2.2.1
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2.2.1　多项式带余除法的矩阵形式
设
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例2.2.1已知
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解:构造矩阵
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 ，由于系数矩阵的秩
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3 用矩阵求多项式的最大公因式和最小公倍式

3.1 多项式最大公因式的定义及其性质
3.1.1 多项式最大公因式的定义

定义3.1.1
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定义3.1.2
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由多项式最大公因式的定义不难看出，如果
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定义3.1.3
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3.1.2 多项式最大公因式的相关性质
性质3.1.1 (1)
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定理3.1.1
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引理3.1.1已知多项式
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    证明：由于
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性质3.1.2 设
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证明：由于多项式
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3.2 多项式最大公因式的矩阵求法
3.2.1 
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定义3.2.1一个矩阵如果它的每一个元素都是
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的多项式，即
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3.2.2 
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矩阵的初等变换
定义3.2.1下面的三种变换叫做
[image: image226.wmf]x

-
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（1）矩阵的两行（列）互换位置；

（2）矩阵的某一行（列）乘以一个非零常数
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3.2.2用矩阵求多项式的最大公因式
引理3.2.1
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引理3.2.2
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定理3.2.1
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例3.2.1 已知
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成立的多项式
[image: image263.wmf](

)

ux

和
[image: image264.wmf](

)

vx

.
解：由
[image: image265.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

(

)

323

1,211,2

22

10

3232103521

01

32013201

PxP

fx

xxxxxx

gx

xxxx

--

éù

éùéù

+++++-

=¾¾¾¾®¾¾¾¾®

êú

êúêú

----

ëûëû

ëû



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image266.wmf](

)

(

)

2

2

1,2

12,2

2

3521

321

222

6411

6411

x

P

P

xxx

xxx

x

xx

xx

æö

æö

ç÷

ç÷

èø

èø

éù

éù

++-

+--

êú

¾¾¾¾®¾¾¾¾®

êú

êú

---+

ëû

---+

êú

ëû

    
[image: image267.wmf]2

2

1

1

3

2

2

21

321

33666

222

011

011

P

xxx

xxx

x

x

xx

xx

æö

æö

ç÷

ç÷

èø

èø

éù

éù

+--

+--

êú

êú

¾¾¾¾®

êú

êú

--+

--+

êú

êú

ëû

ëû

  可得
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上述求多项式最大公因式的两种方法可推广到求有限个多项式的最大公因式，该方法不仅能求出多项式
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成立的
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定义3.2.2 设
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定义3.2.3 若
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    由性质3.1.1可知
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的合系数矩阵经过初等变换后，对应的两多项式的最大公因式不变；而由性质3.1.2可知矩阵
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对应的多项式的最大公因式与矩阵
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对应的多项式的最大公因式相同.因此，通过对多项式的合系数矩阵进行初等变换和替换
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例3.2.2已知
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3.3 多项式最大公因式的矩阵求法
3.3.1多项式最小公倍式的定义
定义3.3.1
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3.3.2多项式最小公倍式与最大公因式之间的关系
定理3.3.1如果多项式
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3.3.3用矩阵求多项式的最小公倍式

前面已经用矩阵定义了多项式乘法、除法以及用矩阵求多项式的最大公因式，再结合定理3.3.1的结论
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由于
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定理3.3.2 设
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证明：由定理3.2.1可知
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例3.3.1 求多项式
[image: image345.wmf](

)

(

)

322

2,2

fxxxxgxxx

=---=--

的最小公倍式
[image: image346.wmf](

)

(

)

,

fxgx

éù

ëû

.
解：由于
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用上述方法求多项式最小公倍式的同时还可以得到多项式的最大公因式，而且该方法还可推广到求有限多个多项式的最小公倍式.但是，该方法也有其不足之处，主要在于对
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由定义3.2.2知，若矩阵
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例3.3.2求下列多项式的最小公倍式:(1) 
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4 多项式重因式的矩阵判定法
4.1 多项式重因式的定义及其相关性质
4.1.1多项式重因式的定义
定义4.1.1
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按照定义，一次多项式总是不可约多项式，且一个多项式是否可约是依赖于系数域的.
定义4.1.2
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4.1.2多项式重因式的相关性质
定理4.1.1
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推论4.1.1
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推论4.1.2
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         4.2用矩阵判定多项式重因式的存在性

由推论4.1.2知，要判断一个多项式
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是否成立.而在3.2中，已经得到了利用矩阵初等变换求多项式最大公因式的快速方法，从而可以利用矩阵研究多项式重因式的存在性问题.
例4.2.1判断下列多项式有无重因式：（1）
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解：（1）由于
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（2）由于
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