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正弦定理和余弦定理是解三角形的理论根

据．解三角形有着广泛的实际实用，对培养学生分
析问题和解决问题的能力很有禆益，因而每年高
考总有这方面的试题．然而笔者在教学实践中感
到，执教者往往对这两个定理的认识和理解比较
肤浅，有必要对之进行研讨，以提升执教者的教学
业务水准．
１　解三角形除了应用正弦定理和余弦定理外，还
有其他定理吗？如果有，还有几个

　　三角形的三条边和三个内角是三角形的基本
元素，所谓解三角形就是由三角形足够个数的已
知元素来求未知元素（通常还包括求三角形的面
积），或者判定所求的基本元素不存在．
正弦定理和余弦定理是刻划三角形６个基本

元素中４个元素之间的基本关系（注意：本文所指
的基本关系是指基本等量关系）．解三角形除了
应用这两个定理外（现行中学教材一般只讲这两
个），还有一个定理，即射影定理，它是刻划三角形

６个基本元素中５个元素之间的基本关系，这三

个定理用式子表示分别是：

正弦定理： ａ
ｓｉｎ　Ａ＝

ｂ
ｓｉｎ　Ｂ＝

ｃ
ｓｉｎ　Ｃ．

余弦定理：ａ２＝ｂ２＋ｃ２－２ｂｃｃｏｓ　Ａ，

ｂ２＝ｃ２＋ａ２－２ｃａｃｏｓ　Ｂ，

ｃ２＝ａ２＋ｂ２－２ａｂｃｏｓ　Ｃ．
射影定理：ａ＝ｂｃｏｓ　Ｃ＋ｃｃｏｓ　Ｂ，

ｂ＝ｃｃｏｓ　Ａ＋ａｃｏｓ　Ｃ，

ｃ＝ａｃｏｓ　Ｂ＋ｂｃｏｓ　Ａ．
解三角形除了应用这三个定理外，还有没有

其他的定理呢？答案是否定的 ．这可以从定理中
元素构成的成分进行分析．
我们知道，从６个元素中取４个元素的组合

数共有Ｃ４６＝１５；也就是说，从三角形的三条边和
三个角中，任意取出四个元素所能构成的关系式
应当有１５个，而这１５个关系式可以分为三类：取
三条边和一个角的有Ｃ３３Ｃ１３＝３种；取两条边和两
个角的有 Ｃ２３Ｃ２３＝９种；取一条边和三个角的有

Ｃ１３Ｃ３３＝３种 ．这三类关系式可列表如下（表１）：

表１　三角形中从６个元素中取４个元素的所有关系

三边、一角有Ｃ３３Ｃ１３＝３种 两边、两角有Ｃ２３Ｃ２３＝９种 一边、三角有Ｃ１３Ｃ３３＝３种

这种情形就是余弦定理：

（１）ａ２＝ｂ２＋ｃ２－２ｂｃｃｏｓ　Ａ，

（２）ｂ２＝ｃ２＋ａ２－２ｃａｃｏｓ　Ｂ，

（３）ｃ２＝ａ２＋ｂ２－２ａｂｃｏｓ　Ｃ．

这种情形就是正弦定理：

（１）ａｓｉｎ　Ａ＝
ｂ
ｓｉｎ　Ｂ

，（２） ｂ
ｓｉｎ　Ｂ＝

ｃ
ｓｉｎ　Ｃ

，（３） ｃ
ｓｉｎ　Ｃ＝

ａ
ｓｉｎ　Ａ．

或者

（４） ａ
ｓｉｎ　Ａ＝

ｂ
ｓｉｎ（Ａ＋Ｃ）

，（５） ｂ
ｓｉｎ　Ｂ＝

ｃ
ｓｉｎ（Ａ＋Ｂ）

，

（６）ｃｓｉｎ　Ｃ＝
ａ

ｓｉｎ（Ｂ＋Ｃ）
，（７） ａ

ｓｉｎ（Ｂ＋Ｃ）＝
ｂ
ｓｉｎ　Ｂ

，

（８） ｂ
ｓｉｎ（Ａ＋Ｃ）＝

ｃ
ｓｉｎ　Ｃ

，（９） ｃ
ｓｉｎ（Ａ＋Ｂ）＝

ａ
ｓｉｎ　Ａ．

不存在这样的关系式 ．

因为含有一条边和三个角只有

如下三种情形：

（１）ａ、Ａ、Ｂ、Ｃ，

（２）ｂ、Ａ、Ｂ、Ｃ，

（３）ｃ、Ａ、Ｂ、Ｃ．

而在含有这样四个元素的关系

式中，若知道其中三个角，是无

法求出第四个元素———“边”来 ．

这就是说，这样的关系式是根本

不存在的 ．

由此可知，正弦定理、余弦定理概括了三角形
中６个基本元素中取４个元素的所有可能具有的

关系．
由于从三角形的６个元素中取５个元素的关
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系式，按组合数公式，共有Ｃ５６＝６（个），也就是只
有６种情形 ．其中包括含有三条边和两个角的三
个关系式，这就是射影定理；而含有两条边和三个
角的关系式显然不存在的 ．这就是说，射影定理
概括了三角形中六个基本元素中取五个元素的所

有可能具有的关系．
综上所述，可以知道，对于任意三角形来说，

含有四个或者五个基本元素的所有可能具有的关

系式，只可能有上述三个定理了 ．除这一情况和
三角形内角和定理外，不存在任何其他等量关
系．
２．正弦定理和余弦定理分别都用三个式子
来表述，那么这三个式子之间是相互独立的，还是
相互从属的？为什么？

很明显，正弦定理可表达成三个关系式，这三
个关系式中的任意两个，可推导出第三个 ．这就
是说，这三个关系式之间是相互从属的 ．但是，其
中的任意两个之间的关系，却是各自独立的 ．因
为，我们不能从任意两个关系式中的一个推导出
另一个来，而任意两个关系式与三角形的内角和
定理构成了一个独立的关系式组：

Ａ＋Ｂ＋Ｃ＝１８０°，

ａ
ｓｉｎ　Ａ＝

ｂ
ｓｉｎ　Ｂ

，

ｂ
ｓｉｎ　Ｂ＝

ｃ
ｓｉｎＣ

烅

烄

烆
．

再看余弦定理 ．如同正弦定理一样，其中任
意两个之间的关系是各自独立的，它们连同三角
形的内角和定理一起构成另一个独立的关系

式组：

Ａ＋Ｂ＋Ｃ＝１８０°，

ａ２＝ｂ２＋ｃ２－２ｂｃｃｏｓ　Ａ，

ｂ２＝ａ２＋ｃ２－２ａｃｃｏｓＢ
烅
烄

烆 ．
由这个独立的关系式组，可以推导出余弦定

理的第三个关系式 ．我们作如下推导：

ｃｏｓ　Ｃ＝－ｃｏｓ（Ａ＋Ｂ）

＝ｓｉｎ　Ａｓｉｎ　Ｂ－ｃｏｓ　Ａｃｏｓ　Ｂ

＝ （１－ｃｏｓ２　Ａ）（１－ｃｏｓ２Ｂ槡 ）－ｃｏｓ　Ａｃｏｓ　Ｂ．

将 　ｃｏｓ　Ａ ＝ｂ
２＋ｃ２－ａ２
２ｂｃ

，　 ｃｏｓ　Ｂ ＝

ａ２＋ｃ２－ｂ２
２ａｃ

，代入上式，得

ｃｏｓ　Ｃ＝ １－ ｂ
２＋ｃ２－ａ２
２（ ）ｂｃ［ ］

２

１－ ａ
２＋ｃ２－ｂ２
２（ ）ａｃ［ ］槡

２

－ｂ
２＋ｃ２－ａ２
２ｂｃ ａ

２＋ｃ２－ｂ２
２ａｃ

，

化简，得ｃｏｓ　Ｃ＝ １
４ａｂｃ２

［２（ａ２ｃ２＋ｂ２ｃ２－ｃ４）］＝

ａ２＋ｂ２－ｃ２
２ａｂ ．

即得ｃ２＝ａ２＋ｂ２－２ａｂｃｏｓ　Ｃ．
同理，射影定理的任意两个关系式和三角形

的内角和定理，也构成一个独立的关系式组：

Ａ＋Ｂ＋Ｃ＝１８０°，

ａ＝ｃｃｏｓ　Ｂ＋ｂｃｏｓ　Ｃ，

ｂ＝ａｃｏｓ　Ｃ＋ｃｃｏｓＡ
烅
烄

烆 ．
从这个关系式组可以得出射影定理的第三个

关系式 ．读者可以自行推导．
研究上述三个定理的关系式的独立性问题，

有着重要意义 ．可以看到，无论在哪一个独立关
系式组里，都有Ａ＋Ｂ＋Ｃ＝１８０°这个关系式 ．这
说明，无论上述三个定理中的哪一个定理，都推导
不出三角形的内角和定理 ．同时，每个独立关系
式组中都含有边的元素 ．这就告诉我们，构成一
个三角形要有三个独立条件，其中至少要有一条
边．
３　正弦定理和余弦定理等价吗
结论是肯定的 ．不仅正弦定理和余弦定理是

等价的，而且它们与射影定理一起，三个定理之间
是相互等价的，即正弦定理余弦定理射影定
理．
３．１　正弦定理与余弦定理的等价性证明
由正弦定理余弦定理
由正弦定理，得

ｓｉｎ　Ａ＝ａｋ
，ｓｉｎ　Ｂ＝ｂｋ

，ｓｉｎ　Ｃ＝ｃｋ
（ｋ＞０），（１）

由三角形内角和定理，知

ｃｏｓ　Ａ＝－ｃｏｓ（Ｂ＋Ｃ）＝ｓｉｎ　Ｂｓｉｎ　Ｃ－ｃｏｓ
Ｂｃｏｓ　Ｃ，
即ｃｏｓ　Ｂｃｏｓ　Ｃ＝ｓｉｎ　Ｂｓｉｎ　Ｃ－ｃｏｓ　Ａ，
两边平方，得 ｃｏｓ２　Ｂｃｏｓ２　Ｃ＝ｓｉｎ２　Ｂｓｉｎ２　Ｃ＋

ｃｏｓ２　Ａ－２ｓｉｎ　Ｂｓｉｎ　Ｃｃｏｓ　Ａ．
即 （１－ｓｉｎ２　Ｂ）（１－ｓｉｎ２　Ｃ）＝ｓｉｎ２　Ｂｓｉｎ２　Ｃ＋（１

－ｓｉｎ２　Ａ）－２ｓｉｎ　Ｂｓｉｎ　Ｃｃｏｓ　Ａ．
化简，得
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ｓｉｎ２　Ａ＝ｓｉｎ２　Ｂ＋ｓｉｎ２　Ｃ－２ｓｉｎ　Ｂｓｉｎ　Ｃｃｏｓ　Ａ．
（２）

将（１）式代入（２）式，并化简，得

ａ２＝ｂ２＋ｃ２－２ｂｃｃｏｓ　Ａ，
同理，可证余弦定理的其他两个关系式．
由余弦定理正弦定理
由ａ２＝ｂ２＋ｃ２－２ｂｃｃｏｓ　Ａ， （１）

　ｂ２＝ａ２＋ｃ２－２ａｃｃｏｓ　Ｂ ． （２）
（１）－（２）得

ａ２－ｂ２＝ｂ２－ａ２－２ｂｃｃｏｓ　Ａ＋２ａｃｃｏｓ　Ｂ，

２（ａ２－ｂ２）＝２ｃ（ａｃｏｓ　Ｂ－ｂｃｏｓ　Ａ）．

所以ｃ＝ ａ２－ｂ２
ａｃｏｓ　Ｂ－ｂｃｏｓ　Ａ ． （３）

（３）代入（１），得ａ２＝ｂ２＋
ａ２－ｂ２

ａｃｏｓ　Ｂ－ｂｃｏｓ（ ）Ａ
２

－２ｂ ａ２－ｂ２
ａｃｏｓ　Ｂ－ｂｃｏｓ（ ）Ａ ｃｏｓ　Ａ．

化简，得（ａ２－ｂ２）（ｂ２　ｓｉｎ２　Ａ－ａ２　ｓｉｎ２　Ｂ）＝０．
若ａ２－ｂ２＝０，　则ａ＝ｂ．
于是Ａ＝Ｂ，

即得 ａ
ｓｉｎ　Ａ＝

ｂ
ｓｉｎ　Ｂ．

若ａ２　ｓｉｎ２　Ｂ－ｂ２　ｓｉｎ２　Ａ＝０，
由于ａ，ｂ，ｓｉｎ　Ａ，ｓｉｎ　Ｂ都是正数，
故ａｓｉｎ　Ｂ＝ｂｓｉｎ　Ａ，

即得 ａ
ｓｉｎ　Ａ＝

ｂ
ｓｉｎ　Ｂ．

同理可证正弦定理的其他两个关系式．
３．２　余弦定理与射影定理的等价性证明
由余弦定理射影定理
由ｂ２＝ａ２＋ｃ２－２ａｃｃｏｓ　Ｂ， （１）

ｃ２＝ａ２＋ｂ２－２ａｂｃｏｓ　Ｃ ． （２）
（１）＋（２）得

ｂ２＋ｃ２＝２ａ２＋ｂ２＋ｃ２－２ａｃｃｏｓ　Ｂ－２ａｂｃｏｓ　Ｃ，
化简，并由ａ≠０，得

ａ＝ｂｃｏｓ　Ｃ＋ｃｃｏｓ　Ｂ．
同理，可证射影定理的其他两个关系式．
由射影定理余弦定理
由ｂ＝ａｃｏｓＣ＋ｃｃｏｓ　Ａ，得

ｃｏｓＣ＝ｂ－ｃｃｏｓ　Ａａ ． （１）

由ｃ＝ａｃｏｓＢ＋ｂｃｏｓ　Ａ，得

ｃｏｓＢ＝ｃ－ｂｃｏｓ　Ａａ ． （２）

（１）、（２）代入ａ＝ｂｃｏｓＣ＋ｃｃｏｓＢ，得

ａ＝ｂ·ｂ－ｃｃｏｓ　Ａａ ＋ｃ·ｃ－ｂｃｏｓ　Ａａ ．

化简，得ａ２＝ｂ２＋ｃ２－２ｂｃｃｏｓ　Ａ．
同理，可证余弦定理的其他两个关系式．
由等价的传递性可知正弦定理与射影定理等

价 ．有兴趣的读者亦不妨尝试直接证明之．
４　正弦定理和余弦定理的逆命题是什么
我们已经知道，任何一个三角形的边和角之

间的关系都满足正弦定理、余弦定理 ．现在我们
提出一个与此相反，并且具有重要意义的问题 ．
如果有三个正数ａ、ｂ、ｃ和分别与之对应的三个小
于１８０°的正角Ａ、Ｂ、Ｃ，它们满足这两个定理中的
任意一个，那么，这三个数所对应的线段和这三个
角是否一定能够构成唯一的三角形呢？这个问题

正是应用这些定理解三角形的理论依据 ．这有下
列定理：
若有三个正数ａ、ｂ、ｃ和分别与之对应的三个

小于１８０°的正角Ａ、Ｂ、Ｃ，并且它们满足正、余弦
定理中任意一个，则ａ、ｂ、ｃ三个数所对应的线段
和三个角Ａ、Ｂ、Ｃ一定能够构成唯一的三角形．
要证明这个命题应从两方面考虑：首先，必须

证明ａ、ｂ、ｃ中任意两数之和大于第三数，即ａ、ｂ、ｃ
三数所对应的线段一定可以构成一个三角形；其
次，要证明这个三角形的三个角一定是Ａ、Ｂ、Ｃ．
一方面，由正、余弦定理的等价性，不妨设这

六个元素满足余弦定理，即

ａ２＝ｂ２＋ｃ２－２ｂｃｃｏｓ　Ａ．
因为｜ｃｏｓ　Ａ｜＜１，
所以ｂ２＋ｃ２－２ｂｃｃｏｓ　Ａ＜ｂ２＋ｃ２＋２ｂｃ，
即ｂ２＋ｃ２－２ｂｃｃｏｓ　Ａ＜（ｂ＋ｃ）２．
所以ａ２＜（ｂ＋ｃ）２．
ａ＞０，ｂ＋ｃ＞０，
即ａ＜ｂ＋ｃ．
同理可得，ｂ＜ａ＋ｃ，ｃ＜ｂ＋ａ．
这就是说，ａ、ｂ、ｃ所对应的线段一定能够构

成一个三角形．
另一方面，设Ａ′为ａ边的对角，那么由余弦

定理，得

ａ２＝ｂ２＋ｃ２－２ｂｃｃｏｓ　Ａ′．
但假设ａ２＝ｂ２＋ｃ２－２ｂｃｃｏｓ　Ａ，

（下转第２６页）
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去了信心，失去了兴趣．因此，教师全面地了解和
把握高中数学新课程内容体系和安排很有必要也

很重要！

３　重视学法指导，帮助学生养成良好学习习惯
造成高一新生数学学习严重分化，影响初高

中过渡效果的另一个重要方面是学生的学习习惯

和学习方法问题，而且这一问题一直没有引起多
数教师的特别关注．我们在教学中发现高一新生
的学困生当中既有知能有缺陷的学生，也有一部
分初中数学基础和能力很不错的学生，这其中一
部分是主观努力不够，另一部分则是由于习惯和
方法不当的问题，而且那些与其说是主观努力不
够的学生多数也是不知如何努力．
高中数学内容在教学总量、抽象性、难度上都

远高于初中，这使得课堂的容量也较大，课堂的学
习只能达到学懂知识，而难以达到会用知识，这也
是学生到了高中后，出现课上听得懂，课下作业不
会做的现象成因之一．如果不能及时引导学生认
识到自己学习习惯与方法的不足，需要根据高中
学习特点进行调整，就很容易使学生转化为学困
生．而根据我们教研组老师的调查，尽管进入高中
之后，班主任及学科老师多次强调初高中的学习
特点不同，要逐步摸索并形成适合自己的良好学
习方法和习惯，但我们的学法调查表显示：高一学
生能做到先看书、整理课堂笔记、再独立做作业；
完成作业后总结思路和方法；不是靠考前突击复
习，而是坚持平时复习的学生比例与初三学生相
比高不了多少．因此，如何制定一些切实可行的措
施方法促使学生尽快养成良好的学习习惯是我们

要认真思考的问题，我们的做法是：充分利用有利
时机，如在入学之初第一次检测之后，举行学法指
导的主题班会课，请学科教师讲学习方法；请往届
的优秀学生、在校高三的学兄学姐谈谈他们入学

适应学习的经验；召开学习心得交流会，预先指定
几个学习习惯方法比较好的同学发言，调动其他
同学参与互动交流与评论，等等．当然，尽管通过
教师的学法指导，学生认识到了好的学习习惯对
自己学习的重要性，但是学生缺乏自我严格要求
与约束，往往很难长期坚持．因此，不能高估学生
的自觉性，良好习惯的养成完全靠自觉是不行的，
必要的行为约束是很重要的．我们在高一开始的
第一个月，每天规定在统一的自习课内完成数学
课堂作业，辅导老师到班检查督促学生，必须先看
书、看笔记复习、再完成作业；同样，在自习课或章
节自测课则要求学生先进行阶段和章节复习后完

成单元检测．这样坚持一个多月后，调查结果表
明，多数学生感到收获很大，有所触动，切身体会
到科学的学习方法和良好的学习习惯真的可以事

半功倍．
总之，初高中衔接与过渡问题虽已提出多年，

但至今未能很好地解决，我们依然还常常听到教
师的抱怨、看到学生的无奈无助，事关高一新学生
学业的进步和今后人生的发展．作为高中数学教
育工作者，还需不断努力思考解决问题的的良策，
勇于实践．只有使学生早日掌握科学的学习方法，
养成独立思考的学习习惯，使他们真正想学、乐
学、会学，同时科学合理地规划和设计我们的教
学，美好的教学愿景才能变成现实．
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由此可知，这六个元素能够构成唯一的一个
三角形，这个逆定理非常重要 ．也只有证明了它，
我们才可以应用这些定理来解三角形．
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