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对曲线切线的 与 

对学生解题错误的思考和研究，能帮助我们更好地教好数学． 

张 彬(江苏省江浦高级中学文昌校区) 

不可否认，一些高等数学知识的引入，为我们解 

决高中数学中的许多问题提供了方法与保证．导数知 

识的引入 ，更是为我们研究初等函数的性质等增添了 

有力 的工具[1]．然而，要想正确地解决数学问题，仅有 

工具是不够的，还需要我们对数学的概念有精准地认 

识 ，并切实把握其本质才行．本文拟从 曲线切线问题 

的解决中遇到的错误出发 ，谈对 曲线切线 问题的思考 

与认识． 

1 问题出现 

在讲完导数的几何意义及运用后，笔者出了一道 

关于曲线切线 的练习题 ，本意是考查 学生对“过某点 

的切线”与“在某点处的切线”这两类不同问题的掌握 

情况．题干非常简洁，但要求写出解答过程(这是笔者 

的习惯，平时训练一定做到“小题大做”——许多时 

候，小问题可以有大寓意和大作用 ]，并能帮助我们 

及早发现和解决许多问题)． 

时取等号，故√3AB—Ac的最大值为4． 

方法 2：由基本不等式 2ab≤a +b 得√36C一(√3 

6)．c≤ ，从而一√ 6c≥一下3b2+c2
， 得 4一bz 

+ z一 ≥6。+ z一 一 竺
，即 z一62≤ 8． 

厶 厶 

故(~，_AB--AC)。一(~， 一6)z一3cz+6 一2 c 

一3c +b。一2(c +b。一4)一C --b。+8≤8+8—16，故 

√3AB—AC的最大值为 4． 

不难知道，其他方法也是可行的，其尝试留给读 

者去完成 ，去品味． 

罗增儒教授曾说 ：“数学解题无禁区，数学教学有 

讲究．”有意积累“知识链、方法链”，我们常说的“举一 

反三”“触类旁通”不就落到了实处? 

我们的“小题大做”不也是课堂对 高考真题 的有 
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例 1 过(1，0)点与曲线 一．z。相切的直线有 

条． 

对于这个问题，几乎所有 的学生都给出了完整正 

确的解答过程 ，但也有错误的答案 ：1条．现摘录错误 

解答过程如下 ： 

解 ：设切点坐标为 P(z。， 。)，则 由 一3x 知， 

切线的方程为 — 。一3x；(z—z。)， 
。

．

‘ 

。一 且切线过点 (1，0)，代入化简得 2zj 
一

3x —z (2xo一 3)一0， 

．

·

．切点为(0，o)或(导，警)． 
．

’

．切线方程为 一0(舍)或 27z一4 一27—0． 

．

。

．符合条件的直线有 1条． 

(另外 ，也有人为 了更“清楚”地说明问题 ，特别在 

解题过程旁附图加以辅助说明) 

2 错误分析 

为什么说这是一个错误 的答案?我们先来看文 

效利用? 

原来 ，发散提升理解 ，回归促进掌握 ! 

别的艺术有“余音绕梁”“三月不知肉味”之说，数 

学解题的滋味不也同样让人 回味悠长? 
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[3]对曲线切线的定义： 

在 ．y一-厂(z)所表示 的曲线上 

(图 1)取一点M(x。， 。)，又在它邻 

近取 此 曲 线上 的另 一 点 M (．z。 

+Ax， 。+Ay)．并过点 M 作平行 

于z轴的直线交 P M 于 Q，那么 

MQ=PP ===Ax，PM= 0， 

P M 一 0+Ay，QM'一Ay． 

^ ．． 

显然，割线 MM 的斜率 为 ．当 M 沿 曲线 
L 山  

一 厂(z)趋近于M并以它为极限时，割线MM 的极限 

位置M丁 叫做该曲线在点M 处的切线． 

需要说明的是 ：由于苏教版数学教材不涉及极限 

内容 ，因此，采用了由“割线”逼近“切线”的描述定义 

方式进行相应的处理 ，其本质与高等数学中取极 限的 

思想方法是完全一致的，教材中的叙述也与文[3] 

类似． 

文[4]的叙述：如图 2，设 Q为曲线c上不同于P 

的一点，这时 ，直线 PQ称为曲线的割线．随着点 Q沿 

曲线 C向点P运动，害0线 PQ在点 

P附近越来越逼近曲线 C．当点 Q 

无限逼近点 P时 ，直线 PQ最终就 

成为在点 P处最逼近曲线的直线 

z，这条直线 z称 为曲线在 点 P 处 
的切线． 图2 

其实，这两个定义都在告诉我们，所谓切线，就是 

由“割线”一“切线”．所 以，用其来对 照例 1中的直线 

一0，我们就能知道 ：无论 z一0 还是 一0一，它都恰 

好是由“割线”一“切线”，因此 ，它是 函数 Y—X。在原 

点处的唯一的切线(*)． 

那么 ，前面的解题过程 中为什 么会 出现错误 的 

“舍”呢?经过与学生的探讨与交流，笔者发现他们 的 

错误理由是 ：由于 Y一0穿过该 曲线 ，因此它不是切 

线．其“理论依据”是初中“圆的切线”的定义 ：“直线与 

圆有唯一公共点时 ，叫做直线与圆相切 ，这条直线 叫 

做圆的切线，这个公共点叫做切点，这条直线叫圆在 

该点的切线．̈sl，’并且认为，从这个定义看 ，曲线 的切 

线必须满足两个条件 ：一是切线与曲线有且只有一个 

公共点 ；二是曲线必须在切线 的同侧——数形结合． 

这是典型的负迁移．一方面 ，表 明学生对切线的认识 

出现了偏差 ，形成 了错误概念 ；另一方面 ，说明教师在 

讲解时没有把切线的形成与概念强调到位．出现这样 

的错误还应该与教师在授课时采用 圆的切线这个学 

生熟悉的概念引入但却强调不够有关． 

分析探讨 出原 因，笔者具有针对性 地进行 了纠 

正 ，并提供了相应的强化练习． 

例 2 求下列 曲线在原点处的切线方程 ： 

(1) —z。；(2) =sin z． 

在之后历次的练习与考试中，学生没有再出现相 

同的错误． 

3 教学建议 

由于切线 问题不是所属 知识 的重点与难点 ，因 

此 ，对于上述错误 的预防和这部分知识的教学 ，笔者 

提出以下建议． 

3．1 掌握体系 了解学生 

作为教师，仅仅满足于“亡羊补牢”是不够的，关 

键是如何避免学生在后面的学习中再犯同样 的错误 ， 

或者在其他与初中有关联的知识衔接处产生类似错 

误．笔者认为，高中教师应该 了解初 中教材对与高中 

相关知识 的定义与描述 ，掌握初 中与高中的知识衔 

接 ，以了解学生对应 的知识基础与结构 ，做到讲课具 

有针对性和有效性．就上面问题而言对任何学生都可 

能产生 ：对初中数学基础好 的学生来说 ，曲线必须在 

切线的同侧 ，且有一个公共点 ；对基础相对薄弱的学 

生 ，纠正后，也要 防止类似于 —n是抛物线 一4x 

的切线等错误的产生．这里 ，笔者认 为“矫往不一定要 

过正”，只要讲清楚、听明白、会使用就行． 

3．2 重视课本 理解本质 

由前面的叙述我们 已经知道 ，就 曲线切线的定义 

来说 ，高中教材是完全正确并能凸显其本质的．因此 ， 

注重教材关于切线 的描述 ，理解其定义的本质 ，才能 

够正确深刻地认识切线．其实，就数学教学而论 ，笔者 
一 直认为教师“要充分领会教材 的编写意图，要在宏 

观上理清思路 ，在微观上推敲细节 ，并多思考教材为 

什么这样编写 ，把握好教材的编写线索 ]，’，这样才能 

够使 自己在课堂教学 中少走或不走弯路． 

3．3 注意引入 抓住本质 

有的教师认为切线问题是简单问题 ，并且在初 中 

就已经学过，因此 ，在讲授该 内容 时，习惯于 由已知的 

切线概念(初中)引入，殊不 知，这反而会使学生容易 

出现上述错误．以笔者的观点 ，如果这样引入，则要改 

进初中圆的切线 的定义为 ：“对于圆这样 的封 闭图形 

而言，当直线与圆有唯一公 共点时，叫做直线与 圆相 

切 ，这条直线叫做圆的切线，这个公共点叫做切点 ，这 

条直线叫圆在该点的切线．”这样的改进 ，其 目的还是 

强调只是针对圆等特殊 曲线才能这样定义切线—— 

让学生在初中认知中重新构建新的切线的知识体系． 

当然，我们也可以直接以“割线”一“切线”的形式 

引入，但为了使学生改变对文[5]定义的认识而形成 

正确概念，最好同时将这种极限式描述定义直接用于 

对圆的切线加以说明． 

中  
题 

法一 

方 

想～ 思～ 
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3．4 心中有数 教学淡化 

由于苏教版教材没有 引入极限 的概念 ，而只 由 

“割线”一“切线”进行切线的描述性定义，因此，笔者 

要说，教材可以淡化，但教师必须做到心中有数．也就 

是在这个内容的讲解中，教学可以淡化，但应该知道 

这是学生可能出错的地方．教师只要做到“说理清楚， 

讲解到位”，并能结合现代教育技术手段(如 PPT或 

Flash等)进行切线形成的直观演示，让学生进行听觉 

与视觉的感受与理解，就能够使学生对已知的切线概 

念有进一步清晰的认识，从而克服思维定势，形成正 

确概念． 

4 问题延伸 

笔者认为，作为教师，仅仅明白了什么样的直线 

是曲线的切线是不够的，如 ，(1)y一0穿曲线而过 ，它 

是曲线 y—z。的切线，那 一0也穿曲线而过，为什么 

不是 y：z。的切线(细究起来，该函数的切线却正好 

符合上述学生对切线的两点理解)?(2)过原点的直 

线有无数条 ，是 不是都是 曲线 Y==：z。的切线?或者 

说，为什么只有 Y===0这一条直线是其切线?还有一 

些问题需要我们教师明白． 

4．1 函数的拐点与切线 

当我们对这个问题进行深入研 究，就会发现 ，文 

E3]早已经回答了这个问题：设函数 (z)在(n，6)上 

具有二阶连续导数 ( )，又z。为(口，6)内一点． 

(i)当 ． (z)在 z。的左边附近处恒为一种符号 ， 

在 。的右边附近处恒为另一种符号 时，点 (X。， 

f(x。))为曲线 一厂( )上的一个拐点，这时厂( 。)必 

定为零． 

(ii)当厂(z)在z。的左、右附近处都保持同一种 

符号时，点(z。，厂(z。))不是曲线 —f(z)的一个 

拐点． 

从以上定义的叙述 中，我们知道 ，拐点就是函数 

凹凸性转换的交接点，对于问题(1)，点(0，O)正是函 

数 —z。的拐点 ，因此 ， 一0是其切线 ，而 (O，O)点不 

是函数 Y一 的拐点 ，所 以 z一0虽然穿线而过且只 

有一个交点，但不是该抛物体的切线．推而广之，我们 

知道 ，曲线在拐点处的切线必然是穿曲线而过的． 

我们再来考虑第二个问题 (2)：由于在原点处切 

线的斜率为厂(0)是一个常数，而原点又是一个定点， 

因此，只有 y=O这一条直线是曲线 =X。的切线．当 

然 ，切线的唯一性也可以从“割线”一“切线”这个角度 

来理解与认识(见前(*))． 

4．2 导数不存在的点与切线 

我们再来研究抛物线 Y 一2px( >O)在原点处 

的切线问题，由z一0是其在原点处的切线，但其导数 
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在该点却不存在，这还可以给我们有如下的启示：导 

数不存在的点也可能存在曲线的切线，再如 函数 

Y=X 3等． 

4．3 其他运用 

来看两个例子 ，以说明其运用． 

例 3 函数 —sin 的图象与函数Y—z的交点 

为 个． 

由 —sin lz 一一sin z知，当一 <z<o时 ， 

yH>0，当 0< -z< 时， <0，故 (0，0)为 函数 

Y—sin z的拐点，而 Y— 恰好是其过原点的切线，是 

穿曲线而过的． 

又由三角函数(单位圆)知识：当 0<z< 时， 
厶 

sin x<x<tan ，故交点只有一个． 

当然，这个例子还有其他多种解法，限于篇幅，这 

里不再赘述． 

例4 函数 —COS 32"在z一等+愚7c(是∈z)处的 

切线方程是什么?(解略) 

这两个例子说明拐点这样的知识点对我们研究 

函数的性质与函数图象间关系还是有一定作用的，至 

少是提供了一种解决问题的方法． 

5 结束语 

如前所述 ，曲线的切线 问题不是重点 ，更不是难 

点，笔者将由学生出现的错误引起的对其进行的思考 

与认识写成此文，并不是说要在课堂上对这个问题进 

行深究，而是提醒同仁注意初高中知识的无痕对接， 

否则，只会加重学生学习数学的负担，那将有悖于本 

文之目的．以上观点，仅供参考． 
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