
抽象函数与初等函数的微妙解法 
◇ 宋国清 

抽象函数问题是学生学习中的一个难点，也是各种考试 

测评的热点问题之一。研究发现，由抽象函数结构、性质，联 

想已学过的基本函数，再由基本函数的相关结论，预测、猜想 

抽象函数可能有的相关结论，是使抽象函数问题获解的一种有 

效方法。所谓抽象函数，是指没有明确给出函数表达式，只给 

出它具有的某些特征或性质，并用一种符号表示的函数。由抽 

象函数构成的数学问题叫抽象函数问题，这类问题是学生学习 

中的一个难点，也是各种考试测评的热点问题之一。研究抽象 

函数问题的解法，对教师的教学，学生深刻理解并牢固掌握函 

数的相关内容，学好大纲规定的基本函数知识显得尤为重要。 

抽象来源于具体。抽象函数是由特殊的、具体的函数抽象而得 

到的。如f(x)=kx(k≠o)有f(XI+x2)_k(x】+x2)=f(x】)+f x2)可抽 

象为f(x+y)=f(x)十f(y)。那么y=kx就叫做抽象函数f(x)满足 

f(x+y)=f(X)+f(y)的 “原型”(初等函数函数)，分析抽象函数 

问题的解题过程及心理变化规律可知，一般均是由抽象函数的 

结构，联想到已学过的具有相同或相似结构的某类(基本)“原 

型”函数，并由 “原型”函数的相关结论，预测、猜想抽象函 

数可能具有的某种性质使问题获解的，称这种解抽象函数问题 

的方法为 “原型”解法。下面给出中学阶段常用的 “原型”(初 

等函数函数)并举例说明 “原型”解法。 
一

、 中学阶段常用抽象函数f(x)的 “原型”(初等函 
数函数) ． 

1，
．
，【 +j’)=，( )+／( ) J。 盂 {膏为常数 ’ 

2、，、( +_v)= 曲／’ ) J，： f“： 0 H 1 J 

3、
．f(xy)=．九． )+ j’)⋯ 一1’=log。 ( >O Ha 1) 

乱 ，(叼’)=厂(x)fO’) y= ("为常数j 

5、／’( )+八v)=2f(兰 )八兰 ) 
．  ( +J-)+厂( — )一 厂( )_厂(J．) 

一 一 1，=0os∞ (m 为常数 

。、f(x+y，= 一一 =tan 

二、 “原型”解法例析 

设 函 数 f(x)满 足 ． )+．，’( )=2／I )， ( )， 

陵
．厂( )=o， 、 ∈R；求证：f(x)为周期函数，并指出它的一 

个周期。 

分析与简证：由／b)+厂( )=2．厂( )．厂( ) 

想：cosX1+COSX2=2⋯ ≥ 
原型：y=COSX，为周期函数且2丌为它的一个周期。猜测： 

f(X)为周期函数，2丌为它的一个周期 

令 = +万， = 厂( +筇)+L，1 )=2．，-( + )厂(要)=o 
．。，̂( +万)=一，’( )= 厂( +2z)=， ) 

新课标下初中数学作业优化设计调查统计表 

题号 年级 A B C D E 

初一 l2 37 4 O 

初二 23 52 22 8 l 

初 三 13 32 4 0 

合计 48 l2l 30 8 

●  

初一 48 6 O 0 

初 二 26 33 l7 1 2 

初三 37 9 3 6 

合计 ll1 48 20 7 

初一 l1 43 l O 

初二 18 73 ·13 l 3 

初 三 8 33 8 O 

合计 37 149 22 l 

初一 0 26 25 0 

初二 9 75 16 8 
4 初三 8 38 3 0 

合计 17 139 ． 44 8 

初一 l 29 ’ 12 ． 10 

初二 4 42 25 33 5 
‘

初三 O 18 6 22 

合计 5 89 43 65 

初一 27 21 3 

初二 27 61 13 6 

初三 14 34 2 

合 计 68 l16 18 

初一 4 39 4 2 O 

初二 13 61 12 8 5 7 

初三 5 33 6 0 2 

合计 22 133 22 10 7 

初一 23 25 4 0 

8 初二 22 64 1O 9 

初三 8 37 5 0 

合计 53 l26 19 9 

初一 0 8 21 24 

9 初二 2 l3 58 31 

初三 5 16 21 6 

合计 7 37 100 61 

初一 6 44 7 

初二 9 47 46 1O 

初三 4 16 30 

合计 l9 107 83 

初一 20 25 6 

初二 19 44 31 11 

初三 9 25 18 

合计 48 94 55 6l 

初一 9 3 6 30 5 

初二 35 9 i0 45 5 前 

初三 7 5 4 24 7 

合计 51 17 20 99 17 13 

初一 8 24 9 O 11 

初二 13 7l 9 2 14 后 

初三 7 19 i0 5 11 

合计 28 I14 28 ． 7 36 
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[例2]已知函数f( )满足厂( +1)={兰 ，若 
f(0)=2004，试求f(2005)。 

分拍 懈 艄  = 

万 、 1+ tanx 

想 ：tan( __) 

原型：y=tanx为周期函数且周期为4_x 。 
‘． 

猜测：f(x)为周期函数且周期为4×1=4 
， 

1+ 

·

· 

(川 )+l】。 1- fix)一而1 

1一 ) 

· ·'， +4)=，1( ) 】 三 厂( ) ，’⋯ _，f( ) 
．

‘

． 是以4为周期的周期函数 
．’f(2)=2004 

．

·

．／(2005)=
．

．f(2004+1 = = = 一 

．

．
．

f(2O05)：一 20
—

05 

2003 

[例 3】 已知 函数f(x)对于 任意 实数x、Y都 有 

f(x y)=f(x)+f(y)，且当x>O时，f(x)>O，f(一1)---2，求函数 

f(x)在区间[一2，。1]上的值域。 

分析与略解 ：由：f(x+y)=f x)+f(y) 

想 ：k(x y)=kx+ky 

原型：y=kx(k为常数)为奇函数。k<o时为减函数，k>0 

时为增函数。 

猜测：f(x)为奇函数且f(x)为R上的单调增函数，且f(x)在 

[_2，1]上有f(x)∈[一4，2] 

设 ：Xl<X2且X1，X2∈R 贝0x2一x1>O ．‘．f(x2一x1)>o 

． ． f(x2)一f(x1)=f(X2--X1十x1)一f(X1)：f(X2--X1)+f(X2)_ 

f(x )=f(x厂x。)>0． ．f(X。)>f(x )，．’．f(X)为R上的单调增函数。 

令x=y=O，贝0f(o)=o，令y=一x，贝Uf(一x)=一f(x) 
．

’

． f(x)为R上的奇函数。．‘．f(一1)= (1)一2 ． f(1)=2． 

f(一2)=2f(-1)_一-4 ．‘．— <f(x)<2(X∈[-2，1]) ． 

故f(x)在[-2，1】上的值域为[_4，2] ， 

[例4】 已知函数f(x)对于一切实数x、y满足f(o)≠o， 

f(x十y)=f(x)f(y)，且当x<O时，f(x)>1 

(1)当x>00~，求f(x)的取值范围。(2)判断f(x)在R上的 

单调性 

分析与略解：由：f(x+y)=f(x)f(y) 

想：a --a a 

． 原型 ：y=a (a>0，a≠1)，a。=1≠0。当a>1时为单调增函 

数，且X>o时，y>1，x<O时，o<y<1；O<a<1时为单调减函 

数，且x<O时，y>1，x>O时，0<y<1。 

猜测：f(x)为减函数，且当x>O时，0<f(x)<1。 

1)对 j 切|Y、y R．Ir( + )=厂( 厂(-v)}__j厂(o)≠o 

令 = ：0，则
．，r(0)=1，现设 >O，tA~l-x<O， 一 )>1 

叉厂(0)= ( —x)=厂( )f(-x)=1 ．’．f(-x)=÷ >1 
J x) 

．

‘

．0<厂( )<1 

(2)没 <x2， 、 ∈R，则 一x2<O，／ ( 一X2)>1睫 

：  !兰二兰 ± !： !兰二兰 ! =厂( 一 
3)>1 

‘ 

．

‘

． f(x )>f(x。)，． ．f(x)在R上为单调减函数 
[例5]已知函数f(x)定义域为(0，+oo)且单调递增，满足 

f(4)=l，f(xy)=f x)+f(y) 

(1)证明：f(1)=o；(2)求f(16)；(3)若f(x)+f(x一3)<1，求 

x的范围；(4)试证f(x“)=nf(x)(n∈N) 

分析与略解：由：f(xf)=f(x)+f(Y) 

想：log x=log x+log y(x、Y∈R+) 

原型 ：y=log x a>0，a≠O】 

猜测：f(x)有f(1)=o，f(16)=2，⋯⋯ 

(1)令x=1，，一4，刚
．，’【4)=l， (1×1)=厂(1) ．厂(4)·’·厂(1) 0 

f 2 J 厂(16)=f(4×d)=厂(4)+厂(4)：2 

(∞厂( )+ 厂( 一3)：．， [X( --3)]≤1： ，’(4) 

_，’( ) (O，+。。)[：IN-渊递增 

l (x-3)≤4 f—I 4 
·

’

’ 

、 

．

’

． (3，4] 

(_I) ‘．
．厂( )=．，’( )+．，̂【 ) 

．’fix )=f(,yox· ··一。 )=，?厂( ) 

[例6]已知 函数 f(x)对于一切 正实数 x、y都 有 

f(xy)=f(x)f(y)且×>埘 ，厂( )q -厂(2)= 

(1)求证：f(x)>o；(2)求证：f(x- )=[f(x) 】 

(3)求证：在(o，+oo)上为单调减函数 

(4)若f(m)=9，试求m的值。 

分析与简证：由f(xy)=f(x)f(Y)， - 

想：( ) = 

原型：y=x“(n为常数(y=x。) 

猜测：f(x)>O，在(o，+ )上为单调减函数，⋯⋯ 

(1)对任意 >O，
．
厂( )：．，’(√ ·√ ))=【厂(√ )】 ≥0 

假设存在y>O，使f(y)=O，贝lJ对任意x>0 

，’( )=f(．，’( ·j )=f(2-)fO,)=0。这 已 矛孵 

刈f{ 恋 >0，均f『，、‘ )>0 ‘ 

(2j ．
．厂( )=／‘(xx1)=f(x)f(1)，．厂( )>o， I．．-厂(1)：1 

．厂( )f( )：厂( ． )：厂(1)：1 ． 厂(x-i)：[I，’( )】一- 
X 

(3) 、恐∈(o．十一)，Ej <X2。州 >l，．‘．厂( )<1， 
。

l 1 

．

‘

．

f(xz)=厂(：L上· )= 厂( )厂( )<
．f(xO 厂( 厂( ) 

·≮ 

．

’

． 在(0，+*)上为单调减函数。 

1 

(4) ． ， (2)=二， f(m)=9’．‘．厂(2)f(m)--1 
o ‘ ‘ 

．

‘

． 厂(2 )=1=f(1)， 厂( ) (o，+co) 涧减函数 

．

．

．2 ：1 【{IJ ： 
2 

综上所述，由抽象函数问题的结构特征，联想已学过的 

具有相同或相似结构的基本(初等函数)函数，并由基本函数的 
相关结构，预测、猜想抽象函数可能具有的性质 “抽象——具 

体— 一抽象”的 “原型”联想思维方式，可使抽象函数问题顺 

利获解，且进一步说明，学生学好大纲规定的几种基本函数相 

关知识的重要性。 

(作者单位：重庆市云阳中学) 


