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常微分方程与初等函数 

魏明彬 

(四川教育学院 数学系，成都 611130) 

摘 要：中学数学教学中如何应用高等数学，一直是困扰中学数学教师的一个问题。我们对此作了一些探讨． 

阐述了常微分方程在中学数学中的一些应用。 
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四川教育学院数学系成人数学本科学员绝大部 

分是中学数学教师，专科毕业后进人中学教书，几年 

甚至十几年之后又来读本科，因此，高等数学中的许 

多基础知识已经忘记，普遍基础较差。同时，许多同 

学又认为，中学数学教学中用不上高等数学，因此，学 

习积极陛不高。这两方面的因素极大地影响了我们 

的教学。为了改变这种状况，我们作了多方面的努 

力，在常微分方程的教学中，我们着重介绍了它在初 

等数学中的应用，极大地提高了同学们的学习积极 

性，收到了良好的效果。下面，我们就来看看如何利 

用常微分方程来确定我们熟知的初等函数的本质特 

征。 

引理1设 Vx，Y∈R ，都有 

xy)= x)f(y) (1) 

且， (1)≠0， )≠C，则厂( )必为幂函数⋯。 

证明：由(1)， 1)= (1)， 1)=0或l。由 

)季c及(1)知， 1)=l。由导数定义 可得 

厂，( )：lim 二  
‘ 

1 xy一 

：lim )= 
1 xy一 

： lim ： 
l x(y—1) 

这是变量可分离方程 ]，由(1)可知，Yx，Y∈ 

R ，都有，( )≠0。变形得 

(1)譬 
解得 )=c,／I(̈ ，由 1)=1得C=1，令 

f (1)=a，即得，( )= 。为幂函数。 

由此引理，可得幂函数的一个充要条件 

定理 1 函数，( )为幂函数的充要条件为 

)具有性质： 

Vx，Y∈R ，都有 xy)= ) y)(1)，且 

， (1)≠O，，( )孛c。 

证明：必要性。幂函数，( )= 显然具有性质 

(1)。 

充分性。由引理 1可得。 

对于幂函数，我们大家是很熟悉的，也知道它具 

有性质(1)，但是，具有性质(1)的函数是否一定是 

幂函数，许多人就不清楚了，或者说，在初等数学中 

难以证明。而我们现在应用很少一点高等数学的知 

识，就简单地证明了这一点。定理 1说明，公式(1) 

反映了幂函数的本质特征，即一个函数当且仅当它 

具有性质(1)时，该函数为幂函数。 

引理2 设 Yx，Y∈R，都有 

+Y)=，( ) Y) (2) 

且厂 (0)≠0， )≠C，则厂(戈)必为指数函数。 

证明：由(1)， 0)= (0)， 0)=0或 1。由 

)≠C及(2)知， O)=1。 
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l ira 号 
： lim． 2二 

y 

：
lim 2 2= ] 

)， 

= f(x)l im =f(x 0)。 

这是变量可分离方程，由(2)可知，V ，Y∈ 

R，都有 )≠0。变形得 

(o) 

解得 )=cd ∞ ，由f(o)=1得 C =1，令 

e 
‘。’= a

，即得 f(x)=a (a>0，a≠1)为指数函 

数。 

定理2 函数 )为指数函数的充要条件为 

，( )具有性质： 

Vx，)，∈R，都有 + )= ) )，) (2) 

且f (0)≠0， )≠C。 

证明：必要性。指数函数 )=a (cl,>0，口≠ 

1)显然具有性质(2)。 

充分性。由引理 2可得。 

定理2说明，公式(2)反映了指数函数的本质 

特征，即一个函数当且仅当它具有性质(2)时，该函 

数为指数函数。 

引理3 设 V ，，，∈R ，都有 

xy)= )+ Y) (3) 

且厂 (1)≠0，则 )必为对数函数。 

证明：由(3)易知，，(1)=0。 

，( )：lim 
xy 一 

：
lim且 
l xy 一 

= l ira。 Y = ， 1 
一

l J 

这是变量可分离方程，解得 )=f (1)lnx+ 

C，由厂(1)=0得C=0，令厂 (I)= ，(口>0， 

o≠1)，即得，( )= =log。 (口>o，口≠1)为 l
na 。。。 

对数函数。 

定理3 函数 )为对数函数的充要条件为 

厂( )具有性质： 

V ，Y∈R ，都有 xy)= )+ Y) (3) 

1 1 2 

且f (1)≠0。 

证明：必要性。对数函数 )=log。 (口>0，口 

≠1)显然具有性质(3)。 

充分性。由引理 3可得。 

定理 3说明，公式(3)反映了指数函数的本质 

特征，即一个函数当且仅当它具有性质(3)时，该函 

数为指数函数。 

引理4设Vx,y E R， ，y， +Y≠(2j}+1)号， 
其中k为任意整数，当f(x) )，)≠1时，都有 

，( )= (4) 

且， (O)=1，则 )必为正切函数。 

证明：在 (4)中令 =Y=0得，(0)= 

考 ’易知 。 
)=l im照  

m  
二 ：lim 二 )：：：：： 

)， 

= l im 

= l im ， 

= f (O)[f ( )+1]=f ( )+1。 

这是变量可分离方程，解得arctanIf( )]= + 

C，由厂(0)=0得C=0，故 )=tanx为正切函 

数。 

定理4 函数 )为正切函数的充要条件为 

戈)具有性质： 

V ，y∈R， ，Y， +)，≠(2k+1) 

任意整数，当f(x)f(y)≠1时，都有 

)= 

且f (0)=1。 

，其中k为 

(4) 

证明：正切函数 )=tanx显然具有性质 

(4)。 

充分性。由引理4可得。 

定理4说明，公式(4)反映了正切函数的本质 

特征，即一个函数当且仅当它具有性质(4)时，该函 

数为正切函数。 
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Abstract：An analysis is made on elastic medium element in the process of harmonic WaVe on three physieal quanti- 

ties such as force，mechanical energy and vibration characteristics from the perspective of dynamics and kinematics，indi- 

eating the nature of vibration is not a harmonic vibration，but a forced vibration． 
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正切函数有许多诱导公式，tan(x+Y) = 

L (4) 只是其中之一。在初等数学 
l—tanx 。tany 

范围内，我们难以想到 (4) 居然反映了正切函数 

的本质特征，更不用说证明它了。而仅仅使用一点 

简单的微分方程的知识，我们就证明了这个事实。 

由以上四个定理我们看到，通过求解最简单的 

常微分方程，我们对四类基本初等函数(幂函数、指 

数函数、对数函数及三角函数)的本质特征或充要 

条件有了更深刻的理解。进一步，我们还可以考虑， 

能不能通过求解常微分方程，确定其他的三角函数 

的本质特征。 
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Abstract：By using the Hadamard's idea for principal value of hish order singular integrals，this paper explores the 

induction definition for five kinds quasi Bochner—Martinelli type hish order singular integrals in Quaternion analysis，and 

discusses recurrence formula，computation form ula，and differential form ula of the Hadamard principal value for them． 
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